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第 2 版 前 言 I 


我 十 分 欣喜 地 获悉 《图 论 及 其 应 用 》 一 书 被 国务 院 学 位 委员 会 审定 批准 为 教 
育 部 研究 生 工作 办 公 室 推荐 的 研究 生 教学 用 书 。 这 是 各 级 领导 .同行 专家 学 者 
和 广大 读者 对 我 的 鼓励 和 鞭策 。 借 此 机 会 ,我 向 他 们 表示 真诚 的 谢意 。 

中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 极为 重视 本 书 的 出 版 ,组 织 了 大 量 的 人 力 和 物力 
对 本 书 进行 重新 排版 和 绘图 。 我 借 重新 排版 的 机 会 ,对 原版 进行 了 小 规模 的 修 
iT. 第 2 版 基本 上 保持 了 原版 本 的 原貌 ,修正 了 一 些 勘误 ,改写 了 定理 4.2 HUE 
理 4. 3 的 证 明 , 使 其 更 为 简洁 。 采 纳 了 部 分 读者 的 意见 ,对 个 别 图 论 记号 进行 了 
改进 。 例 如 , 群 厂 关于 S 的 Cayley 图 Ds( 耻 必 为 Cr(S)。 由 于 版 面 的 需要 ,第 2 
板 删 去 了 原版 中 少量 较 容易 或 者 过 于 难 舵 的 习题 。 第 2 版 增加 了 部 分 最 新 的 参 
考 文献 , 供 读 者 进一步 阅读 时 参考 。 
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图 论 (Graph Theory) 的 产生 和 发 展 历经 了 二 百 多 年 的 历史 ,大 体 上 可 以 划 
分 为 三 个 阶段 . 

第 一 阶段 是 从 1736 年 到 19 世纪 中 时 . 这 时 的 图 论处 于 萌芽 阶段 ,多 数 问题 
是 围绕 着 游戏 产生 的 ,最 有 代表 性 的 工作 是 著名 的 瑞士 数学 家 L, Euler 于 1736 
年 的 Königsberg 七 桥 问题 . 他 的 那 篇 论文 被 公认 为 图 论 历 史上 第 一 篇 论文 ， 

第 二 阶段 从 19 世纪 中 叶 到 1936 年 . 这 个 时 期 中 图 论 问题 大 量 出 现 , 如 四 色 
问题 (1852 年 ) 和 Hamilton 问题 (1856 年 ). 同时 出 现 了 以 图 为 工具 去 解决 其 他 
领域 中 一 些 问 题 的 成 果 . 最 有 代表 性 的 工作 是 Kirehhoff (1847 年 ) 和 Cayley 
(1857 年 ) 分 别 用 树 的 概念 去 研究 电网 络 方程 组 问题 和 有 机 化 合 物 的 分 子 结构 
问题 “图 (Graph) ”这 个 词 第 一 次 出 现 是 在 1878 年 的 英国 (自然 ;杂志 中 . 进 人 
20 世纪 30 年 代 , 出 现 了 一 大 批 精彩 的 新 理论 和 结果 , 如 Menger 定理 (1927 
年 ) ,Kuratowski 定理 (1930 年 ) 和 Ramsey 定理 (1930 年 ) 等 等 , 这 些 理 论 和 结果 
为 图 论 的 发 展 奠 定 了 基础 . 1936 年 ,匈牙利 数学 家 D. Kanig 写 出 了 第 一 本 图 论 
专著 (有 限 图 与 无 限 图 的 理论 ;. 图 论 作 为 数学 的 一 个 新 分 支 已 基本 形成 、 c 

1936 年 以 后 是 第 三 阶段 . 由 于 生产 管理 ,和 军事、 交通 运输 ,计算 机 和 通讯 网 
络 等 方面 许多 离散 性 问题 的 出 现 ,大 大 促进 了 图 论 的 发 展 , 进入 70 年 代 以 后 , 特 
别 是 大 型 电子 计算 机 的 出 现 , 使 大 规模 问题 的 求解 成 为 可 能 . 图 的 理论 及 其 在 
物理 ,化 学 .运筹 学 .计算 机 科学 .电子 学 ,信息论 ,控制 论 . 网 络 理论 ,社会 科学 及 
经 济 管理 等 几乎 所 有 学 科 领 域 中 各 方面 应 用 的 研究 都 得 到 “爆炸 性 发 展 ” 主要 
有 以 下 三 个 原因 : 

1. 图 论 提供 了 一 个 自然 的 结构 ,由 此 而 产生 的 数学 模型 几乎 适合 于 所 有 科 
学 (自然 科学 和 社会 科学 ) 领 域 ,只 要 这 个 领域 研究 的 主题 是 “对 每 ”与 “对 象 ”之 
间 的 关系 . 

2. 图 论 已 形成 自己 的 丰富 词汇 语言 , 它 能 简洁 地 表示 出 各 个 领域 中 “对 象 - 
关系 ”结构 复杂 而 又 难 懂 的 概念 ， 图 论 思想 和 方法 越 来 越 被 许多 科学 领域 所 接 
受 , 并 已 发 挥 是 将 日 益 发 挥 它 的 重要 作用 ， 反 过 来 ,这 些 得 益 于 图 论 的 科学 领域 
义 向 图 论 提出 新 的 研究 课题 ,新 的 概念 和 新 的 研究 方法 . 

3. 图 论 提 供 了 大 量 今 人 妈妈 欲 试 的 智力 挑战 性 问题 ,小 到 初 掌 者 的 简单 习 
题 , 大 到 能 使 所 有 资深 数学 家 感到 国手 且 景 而 未 决 的 难题 . 
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由 于 图 论 的 重要 性 , 越 来 越 多 的 大 学 已 抬 它 作 为 数学 .计算 机 科学 .电子 学 
和 科学 管理 等 专业 本 科 生 和 研究 生 的 必修 课 和 选修 课 , 编者 已 为 中 国 科学 技术 
大 学 数学 系 和 全 校 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 多 次 开设 此 课程 ,本 书 就 是 编者 在 
《图 论 及 其 应 用 3 讲义 的 基础 上 修改 而 成 的 ， 

本 书 所 讨论 的 问题 都 是 图 论 及 其 应 用 中 最 基本 的 课题 , 我们 对 这 些 材料 的 
处 理 方式 是 :着 眼 于 有 向 图 ,六 把 无 向 图 作为 有 向 图 的 特例 ,这 样 处 理 并 不 增加 
难度 ( 几 年 来 的 教学 实践 证 明了 这 一 点 ), 除 避免 定义 和 结果 的 重复 叙述 外 ,更 直 
观 而 且 似 平 更 接近 图 论 的 本 质 和 发 展 的 趋势 ， 

图 论 内 容 之 丰富 和 应 用 之 广泛 ,是 很 难 包 括 在 一 个 学 期 使 用 的 教材 中 的 . 
本 书 所 涉及 的 材料 ,编者 认为 是 必 不 可 少 的 . 全 书 共 分 7 章 . 除 介绍 图 的 基本 概 
念 外 ,各 章节 所 讨论 的 内 容 几 乎 都 是 图 论 研究 中 的 专题 . 我 们 对 每 个 专题 提供 
一 些 基本 概念 ,经典 结果 和 基本 应 用 ,并 在 一 定 程度 上 于 以 阐述 ， 各 专题 可 以 独 
立成 章 ,但 我 们 力争 加 强 各 专题 之 间 的 贯通 联系 ,进一步 揭示 图 论 的 数学 本 质 ， 
使 之 草 具 系统 性 和 科学 性 。 为 了 保留 其 独立 性 ,我 们 用 楷体 给 出 部 分 主要 结果 
的 独立 证 明 . 标 有 * 号 的 章节 和 楷体 字 内 容 , 初 学 者 可 以 略 去 不 读 . 

按照 定义 一 定理 一 应 用 的 叙述 方式 将 每 章 分 为 两 部 分 ， 第 一 部 分 着 重 介绍 
概念 和 经 典 结果 ,并 尽 可 能 地 对 这 些 结果 给 出 最 新 最 简单 的 证 明 ( 有 的 结果 给 出 
多 种 证 明 》。 所 有 定义 用 黑体 字 标 出 ,并 给 出 相应 的 英文 ,为 读者 今后 进一步 阅 
读 英 文 文献 提供 方便 . 第 二 部 分 介绍 以 第 一 部 分 的 基本 理论 为 依据 的 应 用 , 强 
调解 决 实际 问题 有 效 方法 的 重要 性 并 给 出 若干 著名 的 有 效 算 法 . 略 去 那些 仅 利 
用 图 论 术语 而 与 明明 理论 无 关 的 所 谓 “ 应 用 ”. 我 们 在 介绍 图 的 理论 .方法 以 及 
应 用 时 ,注重 体现 图 论 与 组 合 学 .代数 .和 矩阵 论 . 群 论 . 组 合 优化 .运筹 学 、 线 性 规 
划 .计算 机 科学 .电子 学 和 管理 科学 等 的 相互 渗透 . 每 章 末 附 有 小 结 和 参考 文献 ， 
目的 是 为 初学 者 提供 进一步 阅读 的 指南 ,同时 也 说 明 所 用 材料 的 原始 和 间接 来 
源 ,编者 向 这 些 论文 和 著作 的 作者 表示 感谢 . 书 未 附 有 图 论 常 用 记号 和 名 词 索 
引 , 供 备查 之 用 . 

节 末 的 习题 是 正文 的 补充 和 扩展 ,有 些 乃 是 图 论 研究 中 的 重要 结论 ， 习题 
中 引入 的 新 定义 ,建议 读者 熟悉 它 , 这 对 进一步 学 习 有 好 处 .习题 较 多 ,读者 应 
尽力 多 做 一 些 , 特 别 是 那些 用 斜体 标 出 的 习题 ,因为 后 面 的 讨论 要 用 到 它们 ， dA 
图 论 习题 不 仅 需 要 对 概念 和 定理 的 深刻 理解 ,而 且 还 需要 智慧 和 技巧 , 不 做 习 
题 是 很 难 学 会 和 掌握 图 论 的 思想 和 方法 的 ， 即 使 不 能 全 做 ,阅读 一 下 这 些 结论 
也 是 很 有 用 处 的 . 较 难 的 习题 用 黑体 标 出 . 

阅读 本 书 只 需要 具备 集合 论 和 线性 代数 的 基本 知识 . 对 于 研究 生 和 高 年 级 
本 科 生 来 讲 ,这 些 知 识 都 已 具备 . 
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根据 编者 以 往 的 经 验 ,作为 数学 系 一 学 期 的 课程 ,每 周 4 学 时 可 以 讲 完 本 书 
的 全 部 内 容 . 作为 非 数 学 系 的 选修 课程 ,每 周 3 学 时 可 以 讲 完 前 六 章 第 一 部 分 
《部 分 定理 的 证 明 及 2.4 45,3. 3 35,6. 3 和 6.4 节 可 以 不 讲 ); 部 分 应 用 内 容 ( 视 
其 选修 对 象 而 定 ), 也 可 以 安排 一 些 自习 内 容 . 

编者 刻 心 感谢 上 海 交 通 大 学 应 用 数学 系 李 乔 教授 和 中 国 科 技 大 学 数学 系 李 
炯 生 教授 对 编者 的 指导 种 帮助 及 对 编写 本 书 的 始终 不 渝 的 鼓励 和 支持 ,真诚 感 
谢 中 国 科学 院 系 统 科学 研究 所 田 丰 教授 和 北方 交通 大 学 数学 系 刘 彦 佩 教 授 对 编 
者 的 关心 和 指导 , 非常 感谢 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 . 教 务 处 研究 生 院 和 数学 
系 对 本 书 出 版 的 支持 ， 编 者 感谢 中 国 科学 技术 大 学 历届 选修 此 课程 的 同学 们 对 
学 习 这 门 课程 表现 出 的 极 大 热忱 和 对 讲义 提出 的 宝贵 意见 . 

囊 心 希望 同行 专家 .各 位 师 友 和 读者 批评 指教 ， 
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AE R 
$ 2 MDE ee CD 
前 H .ee ee (J) 
第 1 章 图 的 基本 概念 
L1 图 与 图 的 图 形 表 示 ee (0) 
1.2 Bf] eene nennen tt (6) 
1.3 AWE -ereerrrereertttttenttnonnenessaneerennsresretsueeenaasnaneeenenes (12 
14 HERI EE mmn nennen nnne nnne (15) 
1.5 251-3 PEDE (20) 
l6 ImEB]eeeeeeee nennen nane nnne n enne nhan enhn nnns n inna (27) 
Inr. ————— (32) 
1.8 Hamilton 图 «rere hee eerie usines nas hana nane aeka nun nu (37) 
19 ETSIAB EE TIPPELL——€€——————— (43) 
应 用 
130 本 原 方 阵 的 本 原 指 煞 ee (48) 
IMESH dE (57) 
第 2 章 树 与 图 空间 
2.1 ET, E (60) 
2.2 ygi Rv, EE (53) 
2.3 Bg Bs a] ener nennen nnne nenne nnne nnne nnno nnn nnn ra (65) 
2.4 EPEE enne nennen nee enne ann nennen (73) 
应 用 
2.5 253 1| M (79) 
2.6 最 短路 问题 .pe (84) 
2,7 CE UE REESE (91) 
EST AL EE (95) 
第 3 章 ， 平 图 与 平面 图 
3.1 平 图 与 Euler 公式 mnn nnne nnne (98) 
3.2  Kuratowski 定理 ee (105) 


3.3 ZHAFI 和 (110) 


W 图 论 及 其 应 用 


应 用 
3.4 正 多 面体 A — (113) 
3.5 ”印刷 电路 板 的 设计 eem (116) 
小 结 与 参考 文献 ee (122) 
第 4 章 阅 络 流 与 连通 度 
4.1 网 络 流 (125) 
4.2 Menger 定理 ee (129) 
4.3 301; MED (188) 
应 用 
4. 4 ZaD RAI ERI (145) 
4.5 最 优 运输 方案 的 设计 eee eem (152) 
4.6 中 国 投递 员 问题 eee (157) 
4.7 BEE Kp onere nnne nnnm ba (163) 
JABA ik QI RR (168) 
第 5 章 匹配 与 独立 集 
5.1 匹配 —— (171) 
5,2 PEIEE ee (184) 
应 用 
5.3 大 员 安 排 问题 pe (189) 
5.4 Ux. MEE" (i95) 
5.5 AARNE MID (203) 
5.6 收 款 台 的 设置 问题 op (208) 
shg A hi I Á (211) 
第 6 章 染色 理论 
6,1 Uc E Ó— (213) 
6.2 Ypf, EA (220) 
6.3 P 1 MN ne (226) 
NEM ICY D D (228) 
应 用 
6.5 排 课 表 问 题 os (232) 
Ea dn MONDE (235) 
PST ACE T R8. EIE PEPPER PEPPERPPEPE REPE EEEEE (238) 


第 7 章 HB5h5t 
7.1 图 的 群 家 示 ee (240) 


录 K 


7.2 R[ifEd] eee (245) 

7.8 群 的 图 表示 本 (249) 
应 用 

7.4 可靠 通讯 网 络 的 设计 ee (254) 

小 结 与 参考 文 南 ee (256) 

Migi E SEE (258) 


第 1 章 图 的 基本 概念 1 


第 1 章 图 的 基本 概念 


在 自然 界 和 人 类 社会 的 实际 生活 中 ,用 图 形 来 模 述 某 些 对 象 (或 事物 ) 之 阿 
具有 某 种 特定 关系 常常 感到 特别 方便 , 例如 用 工艺 流程 图 来 描述 某 项 工程 中 各 
工序 之 亲 的 先后 关系 ,用 竞赛 图 来 描述 某 循环 比赛 中 各 选手 之 间 的 胜 负 关系 ,用 
网 络 图 来 描述 某 通 讯 系 统 中 各 通讯 站 之 间 信 息 传 递 关 系 ,用 交通 图 来 描述 某 地 
区 内 各 城市 之 间 的 铁路 连接 关系 ,用 原理 电路 图 来 描述 某 电 器 内 各 元 件 导 线 连 
接 关 系 , 等 等 . 图 形 中 的 点 表示 对 象 (如 上 例 中 的 工序 .选手 ,通讯 站 等 ) ,两 点 之 
间 的 有 向 或 无 向 连 线 表示 两 对 象 之 间 具 有 某 种 特定 的 关系 (如 上 例 中 的 先后 关 
系 ,和 胜 负 关系 .传递 关系 ,连接 关系 等 ), 事实 上 ,任何 一 个 包含 了 某 种 二 元 关系 的 
系统 都 可 以 用 图 形 来 模拟 .由于 我 们 感 兴趣 的 是 两 对 象 之 间 是 否 有 某 种 待定 天 
系 , 所 以 图 形 中 两 点 间 连 接 与 否 甚 为 重要 ,而 连接 线 的 曲直 长 短 则 无 关 紧要 , 由 
此 数学 抽象 产生 了 图 的 概念 . 研究 图 的 基本 概念 和 性 质 . 图 的 理论 及 其 应 用 , 构 
成 了 图 论 的 主要 内 容 . 

本 章 介绍 图 的 基本 概念 .术语 .记号 和 若干 初等 结果 , 它 是 本 书 的 基础 然 
后 介绍 图 在 矩阵 论 中 的 应 用 . 

提请 读者 注意 的 是 ,大 多 数 图 论 学 者 在 他 们 的 著作 论文 和 演讲 中 都 习惯 使 
”用 自己 的 一 套 术语 和 记号 . 甚至 “图 ?这 个 词 的 意义 也 是 不 统一 的 ,为 了 在 有 关 
图 论 的 讨论 中 避免 歧义 ,每 个 人 都 得 预先 说 清楚 他 所 使 用 的 图 论语 言 .本 书 将 
采用 大 多 数学 者 所 采用 的 术语 和 记号 , 书 末 附 有 索引 ， 


1.1 图 与 加 的 图 形 表示 


所 谓 图 (graph) 是 指 有 序 三 元 组 (Y E40 rfr V 3EZS SION TRO SR vertex- 
set) E 称 为 边 集 (edge-set) ,而 是 EE 到 V 中 元 素 有 序 对 或 无 序 对 艇 VXV HIA 
3X ku 35 RE GR EE (incidence fonction). V 中 元 素 称 为 顶点 (vertex) (或 点 
(point)) E 中 元 素 称 为 边 (edge) . 9 刻画 了 边 与 顶点 之 间 的 美 联 关系 , di VOXV 
中 元 素 全 是 有 序 对 , 则 {V ,EE, 由 ) 称 为 有 向 图 (digraph), 记 为 D==(V(D),EC(D)， 
do). E VXV 中 元 素 全 是 无 序 对 , 则 (V,E,y) 称 为 无 向 图 (ondirected graph 或 
graph) iE G—(V(G2 ,EG) JD. 设 2EECD), 则 存在 x,yEV(D) 和 有 序 对 
(Crsy)EVXV 使 jpto) 一 (zx,y). a BRAM x 8] y 的 有 向 边 (directed edge from 
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x to y). x Fr a 的 起 点 (origin) ,y $579 a 的 终点 (terminus) ,起 点 和 终点 统称 
为 端点 (end-vertices)， 设 e€ ECCO WFE x, y € VOMI Ue y) € VXV 
fiigc(e) — xs). 由 于 无 序 对 {xz,y)} 和 1y,z} 表 示 同 一 个 元 素 , 所 以 通常 简 记 ge 
(e) — ry E yx. e 称 为 连接 x M y 的 边 (edge connecting x and y). 

961.11. DD 一 (VD),ECD) 加) 其中: 

vV(D)= Un X2 3 Xa I5] » 

ECGD) — (a1 a2 523 404 345 ^d sx sag sda) o 
而 do 定 义 为 ， 

do Cai) = Gri sz) do (a3) — Ges x2) spolas) = (ra, xa), 

dp a1) 77 Gra s £3) p las} — Gxa sa) doo Cas) = Gra 22). 

dip Cas ) — Grs te) ip pas) = (x2 s Ts) «doo las) = (x3 4. 

01.1.2 H—(CH)EGD dn ,其 中 : 

VCDS lb yi yrs sss sys 

ECH) = (bi b; sb sba vbs sbs sbr sba bs. 
而 ypu 定义 为 : 

pa B 277 C y sy) s i r) = Ca s y2) pn (042 = (ya yi, 

gu Gu —y yi) spa (bs ) = 7 syz) Vus) — Cya yo 

du (5) = (ys y2) spu ba) — ys 1s sdu Gs = (ya, ys). 

$8113 G=(V(G) E(G) sgo) HP.: 

V(G) = zi zo s Zas zoo Zs Zso 

ELG) = (ei s€ se 5€ $65 rEg rey yea eg » 

yele) = ziz, yele) = ziz, yele) = zti, 

goele) 5zzys peles) gsm yele) = zzi 

yeler) = zz. gules) mam. gi Ceu) = Z5 ze. 

我 们 采用 “图 "这 个 词 , 是 因为 我 们 所 定义 的 图 可 以 用 图 形 来 表示 ,而 且 这 种 
图 形 表 示 比 较 直 观 而 有 助 于 我 们 理解 图 的 许多 概念 和 伯 质 ， 每 个 顶点 用 点 (为 
清 蜥 起见 ,点 往往 被 画 成 小 圆圈 ?来 表示 . 有 向 图 中 的 每 条 边 用 一 条 从 起 点 对 应 
的 点 连 到 终点 对 应 的 点 的 有 向 曲线 段 来 表示 + 无 向 图 中 的 每 条 边 用 一 条 连接 两 
端点 对 应 的 点 之 间 的 线段 来 表示 ， 这 样 的 图 形 称 为 图 的 图 形 表 示 (diagrammatic 
representation). 

fin, Pi 1. 1 所 示 的 两 个 图 形 都 是 例 1. 1 1 中 所 定义 的 图 D. (561.1. 2 中 所 
定义 的 图 H 和 例 1. 1. 3 中 所 定义 的 图 避 的 图 形 表 示 分 别 如 图 1. 2C RICO BT 
7h. 
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ERR CS Un S ARRET ELE B £t BR AEDRSE EELK RE A, B UL ERE: 
表示 并 不 是 惟一 的 . 例如 ,图 1. 1 中 所 示 的 图 形 就 是 例 1. 1. 1 中 定义 的 图 D 的 
两 种 图 形 表 示 , 也 正 是 利用 了 这 一 特点 ,图 的 图 形 表示 可 以 画 得 非常 精美 ， 因 为 
图 的 图 形 表示 已 描述 出 它 的 顶点 与 边 之 间 所 具有 的 关联 关系 ,所 以 ,在 大 多 数 场 
合 下 ,其 图 形 表示 不 用 标 出 边 的 名 称 . 例如 ,图 1. 2(b) 中 所 示 的 图 形 就 是 例 1. 
1.3 中 无 向 图 G 的 图 形 表 示 ,虽然 没有 标 出 边 的 名 称 , 但 其 边 与 顶点 之 间 的 关联 
关系 已 是 一 目 了 然 。 


(a) ' (b) 
图 1.2 有 向 图 五 和 无 向 贺 G 的 图形 表示 
必须 指出 ,图 是 一 个 抽象 的 数学 概念 . 尽管 我 们 能 用 图 形 来 表示 ,使 图 的 结 
构 形 象 化 ,但 是 图 的 定义 与 这 些 图 形 毫 不 相干 .然而 ,我 们 常常 给 出 图 的 图 形 表 
示 , 把 它 的 点 称 为 “顶点 ”, 它 的 曲线 段 称 为 “ 边 ”. 因此 , 当 我 们 画 出 图 的 图 形 表 
示 时 ,每 条 线 侦 的 内 部 自身 不 要 相交 ,也 不 要 穿 过 表示 顶点 的 点 . 
图 论 中 大 多 数 定义 和 概念 是 根据 图 的 图 形 表 示 提 出 来 的 . 例如 , 边 与 它 的 
两 端点 称 为 关联 的 (incident) ;与 同一 条 边关 联 的 两 端点 或 者 与 同一 个 项 点 关联 
的 两 条 边 称 为 相 邻 的 (adjacent)， 两 端点 相同 的 边 称 为 环 (leop). 例如 ,图 1. 1 和 
1. 2(a) 所 示 的 图 中 边 as 和 如 都 是 环 . 有 公共 起 点 并 有 公共 终点 的 两 条 边 称 
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3593] 4135 C parallel edges) 或 者 称 为 重 边 (multi-edges). 两 端点 相同 但 方向 五 为 相 
反 的 两 条 有 向 边 称 为 对 称 边 (symmetric edges). 例如 ,图 1. 1 所 示 的 图 D 中 ,两 
条 边 as 和 a6 是 平行 边 ,但 两 条 边 ac 和 us 不 是 平行 边 , 而 是 对 称 边 . 

无 环 并 有 旦 无 平行 边 的 图 称 为 简单 图 (sinmple graph). 例如 ,上 面 定义 的 3 个 
图 ,其 中 图 D 和 图 妃 都 不 是 简单 图 ,而 图 G 是 简单 图 在 简单 图 (V,E,y) 中 ,由 
于 起 点 为 x 且 终 点 为 y 的 边 至 多 有 一 条 ,因此 ,图 中 边 可 以 直接 用 顶点 对 来 表 
示 , 而 关联 函数 y 就 可 以 直接 表示 在 其 边 集 中 , 故 可 简 记 为 (V,E), 例如 ,在 例 
1. 1. 3 中 定义 的 图 G 二 (V(G) ,ECG) ,yg;) 中 ,其 边 集 ECG) 可 以 写成 

ECG) — dz Za s Z1 Zy s Z1 me Zr X1 y Cs Za s Za Zg s Zo 5 y CN Z5 o Zg Te}, 

FEBRE G a] ELS i G-- (G2 ,ECQG2). 
由 图 的 定义 ,我 们 立即 可 以 看 出 ,有 向 图 与 无 向 图 的 差别 仅 在 于 YXY 中 元 
KEV 中 元 素 的 有 序 对 还 是 无 序 对 . 然而 ,无 序 对 {z,yj 可 以 视 为 两 个 有 序 对 
Gr yMRICy a. 也 就 是 说 ,对 于 无 向 图 GG 中 每 条 边 e 用 两 条 与 e 有 相同 端 
点 的 对 称 边 a 和 a 来 替代 后 得 到 一 个 有 向 图 也 ， 这 样 得 到 的 有 向 图 D SG 
的 对 称 有 向 图 (symmetric digraph). Ha sE PI 05, 20646] E RT LLLA! PETER T ILES. 
图 1.3(a) 和 (b) 中 所 示 的 图 就 是 这 样 的 丙 个 图 . 


(a) 无 向 图 G (b) G 的 对 称 有 向 图 D (c) G WEH AH 
图 1.3 

图 论 中 研究 的 部 分 内 容 常 与 边 的 方向 没有 关系 , 故 在 讨论 与 边 方 向 没有 关 
系 的 有 向 图 已 时 ,人 们 通常 去 掉 边 上 的 方向 . 这 样 得 到 欧 无 向 图 G RS D 的 若 
础 图 (underlying graph)， 反 之 , 任 给 一 个 无 向 图 上 G, 将 G 的 边 指 定 一 个 方向 从 而 
得 到 一 个 有 向 图 互 , 称 这 样 的 有 向 图 H 为 G 的 一 个 定向 图 (oriented graph). 图 
1. 3(a) 和 (Ce) 所 示 的 图 就 是 这 样 的 两 个 图 . 

设 (V ,EE, 四 是 图 ,V 中 元 素 的 个 数 ， 入 mood e BI V V URE e | 
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E| 分 别称 为 该 图 的 项 点 数 或 阶 (order) 和 和 边 数 (size). 

例如 ,对 于 例 1.1.1, 例 1. 1. 2 049] 1. 1,3 PEKA D, HAG PaA» 
CD)=y(H)=5, y(G) —6, a(D)=e( H) =e(G)=9. 

阶 数 为 1 的 简单 图 称 为 平凡 图 (trivial graph}), 边 数 为 零 的 图 称 为 空转 
(empty graph). » 和 都 是 有 限 的 图 称 为 有 限 图 (finite graph). 

本 书 只 涉及 有 限 图 . 除 特别 声明 外 ,字母 D 总 表示 有 向 图 ,而 字母 G 总 表 
示 无 向 图 ,vy fle 总 表示 图 的 阶 和 边 数 , 所 涉及 的 数 都 是 非 负 整数 . 设 r 是 一 个 
EXS. r] 表示 不 小 于 的 最 小 整数 ; | rj 表示 不 大 于 > 的 最 大 整数 一个? 


元 素 集 的 4A(<w) 个 元 素 不 重复 组 合 数 记 为 { ，)}, 即 


(站 = 
k kt 

例 1.1.4 EH: 在 任意 6 个 人 的 集会 上 ,要 么 有 3 人 和 曾 相 识 ,要 么 有 3 人 
不 曾 相 识 , 

证 明 ”我们 用 和 ,B,C,D,E,F 代表 这 6 个 人 ,其 中 2 人 曾 相 识 , 则 代表 这 2 
人 的 两 顶点 之 间 连 1 条 红 边 ;否则 连 1 条 蓝 边 . 于 是 原来 的 问题 就 等 价 于 证 明 
在 这 样 得 到 的 图 中 必 会 间 色 三 角形 . 考察 菜 一 个 顶点 , 设 为 F. 与 下 关联 的 边 中 
必 有 3 条 同色 .不妨 设 它们 蚌 3 条 红 边 FA、FB 和 FFC， 再 看 三 角形 ABC. mE 
它 有 1 条 红 边 , 设 为 AB, 则 FAB 是 红 边 三 角形 ;如 果 三 角形 ABC 没有 红 边 , 则 
它 本 身 就 是 蓝 边 三 角形 . Li 


3j 题 


1.1.1 分 别 商 出 下 列 5 个 顶点 集 为 V HELAK E 的 无 平行 边 图 BB,KK,Q,D 和 G 的 图 形 
表示 ,其 中 ， 
G) VCB)=={r1T2.T31 0 € (0,1) GE EL x 9€ VOD, xmas s Cx y) EEB) 
y= arrra, Jh a€ (0,1); 
(b) VCKO — {zr ret: z € (011,2) x Ar), PARË rsy € VOR r= r rza DUI 
CGr,3)€ ECK)!y— nra, HY a€ 101.21 Ha 3 i 
(c) V(Q) — Ur x2 x3 : x; € (0,11 并且 者 £E EE ,gy— yai ys ys € VQ), Mij rycE 
«Que la» lt rd tlr yl. 
11.2 证 明 ， 
(2) 车 DD 是 简单 有 向 图 , 则 exu 25; 


(bE G 是 简单 无 向 图 , 则 edo D. 
1.1.3 Ma 90 9, 4 EIE UA rs sare e xn AAE v HAAA Fl on v. 阶 简单 无 向 
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Fife. 证 明 : 
(a) |5,|-7 2^7"; ( 12, | 2-227 02. 

11.1 证 明 ; 无 向 图 各 有 2” 个 定向 图， 

LLS Huot Koot gl AR BTCS v 且 边 数 为 e 的 简单 有 向 图 集 和 简单 无 向 图 集 ， 
证 明 : 


G—1) 
(a) Ieol-(" ” ) 
€ 


(9 [á64,0l— (^ t, 


1.2 图 的 同 构 


B D—((O(D,ECGD o8 H—OQD,.EGD ,yw) 是 两 个 图 . fn5& VOD) 
=H), ELD SEH) E o= gpr WER DAH AtA CGdentical) , i7 D= 
H. 显然 , 恒 等 的 两 个 图 可 以 用 同一 个 图 形 来 表示 . 但 不 便 等 的 两 个 图 也 可 能 有 
相同 的 图 形 表 示 . 例如 ,由 例 1 1. 1 所 定义 的 图 D 和 由 例 1. 1. 2 所 定义 的 图 RH 
是 不 恒 等 的 ,但 它们 有 完全 相同 的 图 形 表 示 ( 如 图 1. 1(b》 和 图 1. 2(a)y 所 示 ) , 差 
别 仅 在 于 它们 的 顶点 和 边 的 名 称 不 同 . 

Bi FI DSVD, ED) H H—O/CH) ECH) ,yw) 称 为 同 构 的 (jiso- 
morphic) , 记 为 刀 尖 互 ,如 果 存 在 两 个 双 射 | 
0: VCD)--VCH) 
和 g: ECD)—ECGD. 
使 得 Ya€ EC(D)， 
do (a) m Gc yen (pa) (8G) (30) € ECHD. 
映射 对 (0,2)? 称 为 一 和 五 Ze 8] — E] ERA ST Cisomorphic mapping), 

要 证 明 两 个 图 是 同 攀 的 ,就 必须 指出 它们 之 癌 的 一 个 同 构 映射 例如 , 例 1. 
1. 1 中 的 图 D 和 例 1. 1. 2 中 的 图 互 是 同 构 的 ,因为 由 

ÜCx;)—yi;, :2—1,2,7-.5- 
和 eG) —5;, j71,2,7,9 
FERAT 0: VCDO--VCHDRI gi ECDO)— ECHO DUI Oo E D AH 
之 间 的 一 个 同 构 映射 . 

容易 看 到 ,图 的 同 构 关系 是 一 种 等 价 关 系 . 这 种 等 价 关系 将 o 阶 图 分 成 若 
于 等 价 类 , 同 构 的 两 个 图 属于 同一 类 .同一 类 图 有 相同 的 结构 ,差别 仅 在 于 顶点 
和 边 的 名 称 不 同 . 由 于 人 们 感 兴趣 的 是 图 的 结构 ,所 以 常常 略 去 名 称 , 用 一 个 其 
顶点 和 边 都 没有 名 称 的 图 形 表 示 作 为 同 构图 等 价 类 中 的 代表 元 索 . 有 时 我 们 也 
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给 图 的 项 点 和 (或 ) 边 以 标号 ,目的 是 为 了 便于 称呼 它们 ， 顶点 已 确定 标号 的 图 
称 为 标号 图 (labelled graph). 
下 面 介绍 一 些 特 殊 的 图 类 ,在 今后 的 讨论 中 经 常 遇 到 它们 . 
图 1.4 所 示 的 图 称 为 Petersen 图 .以 后 ,我 们 将 看 到 这 基 一 个 结构 简单 而 
十 分 有 趣 的 图 . 它 常常 作为 各 种 反例 出 现在 任何 一 本 图 论 教科 书 中 . 
任何 不 同 两 顶点 之 间 都 有 边 相连 的 简单 
无 向 图 称 为 完全 图 (complete graph). Z£ E 
的 对 称 有 向 图 称 鸭 完全 有 向 图 Ceomplete di- 
graph). 在 同 构 意义 下 ,y 阶 完全 图 和 完全 有 癌 
图 都 是 唯一 的 ,分 别 记 为 K, EKZ. 图 1. 6a) 
和 Cb) 所 示 的 图 分 别 是 K: Kf. KK; 称 为 三 
角形 (triangle). 由 定义 ,我 们 立即 有 


e(K,)= C) —iv-D , 


eco). 图 14 Perersen i 

完全 图 的 定向 图 称 为 竞赛 图 (tornament)， 之 所 以 用 这 个 名 称 , 是 因为 这 各 
图 完全 形象 地 描述 了 有 wv 个 选手 参加 的 某 项 循环 比赛 的 结果 , 选手 工 战胜 了 选 
Fy WA zy 定向 从 Zz E)x. 在 同 构 意义 下 ,1 阶 竞赛 图 是 平凡 图 ;2 阶 竞 赛 图 仅 
有 一 个 ;3 阶 竟 赛 图 有 两 个 ;4 阶 况 赛 图 有 4 个 . 这 些 都 表示 在 图 1. 5 中 


一 仆人 
eX PS DS Dd 


图 1.5 x 二 1,2,3,4) 阶 不 同 构 竞 赛 图 

者 无 环 图 的 顶点 集 可 以 划分 为 两 个 非 空子 集 革 和 YY BEI OX 中 任何 两 顶点 
之 间 无 边 相 连 并 且 Y 中 尾 何 两 顶点 之 间 也 无 边 相 连 , 则 称 该 图 为 2 部 分 图 (bi- 
partite graph) , (X, Y) £f 2 部 划分 (bipartation), 例如 ,图 1.2tb) 所 示 的 图 G 
是 一 个 2 部 分 图 ,其 中 X—íim,z rzs} 1Y = (223% sz}. 2 S XIX X YY 2 
WA ED BHORCOXUY,E.Q40. 简单 2 部 分 无 向 图 (和 UY ,EE) 称 为 完全 2 部 分 图 
(complete bipartite graph) , 如果 X 中 每 个 顶点 与 Y 中 每 个 顶点 之 间 均 有 边 相 
xk. 例如 ,图 1. 2cb) 中 所 示 的 图 是 一 个 完全 2 部 分 图 如 果 | 苹 | 二 mm,1Y| 二 n, 那 


8 出 论 及 其 应 用 


么 在 同 构 意 义 下 ,完全 2 部 分 图 是 唯一 的 , 记 为 Kan 图 1. 6Cc) 所 示 的 图 是 
Ky. Kar ANICA K, (2), FET DARE X. k BRAMKE. Kio FEE 


e v x 


(a) K, (b) K'5 (c) Kaa 
1.5 
(star), 由 定义 ,我 们 不 难 证 明 ( 习 题 1.2.3 和 1. 2. 45, 


Kade ("7 G) G= m 


eK, = ik — Dé 


2 部 分 图 是 一 类 结构 简单 而 又 非常 重要 的 图 ， 事实 上 ,任何 一 个 有 向 图 都 对 
应 一 个 2 部 分 无 向 图 , D= ED ,yo) 是 一 个 有 向 图 ,其 中 : 
VUDS (n aet Me Ae 2 部 划分 为 {X， 
ECD) —(ai,a2 ae) 
Y; 的 2 8523258] I G— OXUY EG ,yy) 如 下 ,其 中 ， 
x= ix^ MX SU jx, }， Y= (a Tu tt a, z 
E(G)—(eiestseui, ec ECOODEH geler ax 
SFPE a EEDE do (a m Gi) 
(1=1,2,° ,8), 
这 样 由 号 构造 出 来 的 2 部 分 无 向 图 G 称 为 PD 的 伴随 2 部 分 图 (associated 
bipartite graph). HAE 1. 7(b) 中 所 示 的 图 G 就 是 对 应 于 (a}) 中 所 示 的 有 向 图 
D HERE 2 部 分 图 从 总 的 构造 立即 可 知 ; 


(a) 有 向 图 上 D (b) 的 伴随 2 部 分 图 局 
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y(G) —2(D) B. 1G) =D). 
1.2.1 我 们 来 构造 一 类 2 部 分 简单 图 , 称 为 n 锥 立方 体 (mreobe), 记 为 
Q —OCQ) EIQ, DD ,定义 如 下 ，; 
V(QQ) o oram x€ 0:1), i=1, 2n}. 
HEB =r tret, Y5 yy Y EV). t 


zy € EQ) x — xd - 1 
i=] 


Ei Q, fie 553 90 Q. 是 简单 图 ,而 且 VCQ) 中 元 素 与 分 量 取 值 为 0 或 1 的 
* 维 向 量 一 一 对 应 ,而 后 者 恰 有 和? 个。 所 以 XQ,) 二 2", :图 1. 8 所 示 的 图 分 别 是 
QQ fa Q.. 


图 1.8 nix AEQ. (—1,2,3,0 
为 证 明 Q, 是 2 部 分 图 , 令 X,YCYCQ) ,其 中 ， 
X-—izroneunaocmobrgdee4x—0Kmod 22]. 
Y {yy yn uit yao y,5slGnod 2)}， 
则 由 Q HELA Y 1E VCQO B8 2 部 划分 这 是 因为 显然 有 多 UY = 
VCQ) ,XNY= 2. 而 且 , 若 存在 x = zz2…z 和 xX = rir rer, E X Err 


€ E(Q,), 则 应 有 3 |n r= 1, MA 
iz] 
| Gri xg teta T ra Hra tetara lS, 
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但 这 矛盾 于 Xx,x € X. 所 以 甘 中 任何 两 顶点 之 间 无 边 相 连 ， 
局 样 可 以 证 明了 中 任何 两 顶点 之 间 也 无 边 相 连 . TE, 是 2 部 划分 为 
{X,Y 了 } 的 2 部 分 图 . 


FR r= rer, E VQ). BT Q 中 与 x 相信 的 顶点 y 二 ety di 
BD lay: | 一 1, 即 其 分 量 到 值 0 或 1 的 两 个 a 纵向 量 (zi ez GA 


yos 中 分 量 有 且 仅 有 一 个 不 同 ,其 余 (n 一 1) 个 均 相同 ,而 且 这 样 的 y 有 
个 ,所 以 ,QQ rp 关联 的 边 有 3 条 . 
ig Ex 为 Q, 中 与 X 中 顶点 关联 的 边 集 , 则 
| Ex | =n Xi =Q). 
同样 地 , 记 E25 Q 中 与 了 中 顶点 关联 的 边 集 , 则 
| Ey i lY] —e(Q,). 
因而 有 |x!=|Y = Q=, 
eQ,) —n27 3, [1 
812.2 RT SORS HIM m 7 Bos [7 Hesse ct 
分 图 .证明 ， 
” 


(2) Gs) ev ; 


a 
多 


(b) HEISE 4: k WIEG HA e (OO e T4030 ESEB Ur eG T, 
XE BH 
(aE y—Em-k-r, Oscr«, W 


r=y— km. 


TEH Ti 的 定义 ,我 们 肥 
eG C) -("7)-u-o (2) 


-i06-1 )—rmGin-131—CG&—»)mGn—1) ] 
-ibo-D —Zrm--kmim-— 1) | 


—LU-—D-—2atG-—knD—&kmin—1»] 
2 


=l, m D--la- Dm D 


=" ")«a-o("71). 
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(b) 设 GK, n on 是 具有 最 大 边 数 的 完全 部 分 图 , 则 

«o= ()- 30). 
车 G 关 Ti.,, 则 存在 i 和 j i<j Hou m n1. 考虑 下 列 完全 部 分 图 G ,其 各 
部 分 的 顶点 数目 分 别 为 : 


Ms 1 C: Pial Dona. $»"t.nj— sín tl) LUTE TE Sadat Ei T 


则 
e= h a Er E) 
-Q- X( ee omi 
TERG 
FEF GAER, A GET. E 


j 题 


1.2.1 《和 证 明 :; P DZH, I DSA B. KDAH). 
CRAH EE S EDI E. 

1.2.2 WA: A AREE D HT AARRE OV CDY-VOHD y EE 
(Dt) ,6Cy)) € ECH), 

12,3 WH: 
(a) eC Ka) mn; 


(bE GEWE 2 部 分 图 , 则 ecl) 


12.4 写 出 部 分 图 的 定义 ,并 且 证 明 ; ea li 


12.5 证 明 ; 下 列 两 个 无 向 图 都 与 
Petersen 图 ( 见 图 1, 45 [e] fJ. 
1.2.6 简单 图 口 的 补 图 (comple- 
mentary digraph) D 是 指 与 
DD 有 相同 的 顶点 集 的 简单 
HF. HEC y,» cEGx 296 
Gr, 0 ÇED). WEA: {习题 1,2. 50 
ca) 任何 竞赛 图 的 补 图 是 竞 
3E; 
(by 设 品 和 日 都 是 简单 图 , 则 Do HeDF SZH. 
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1.2.7 简单 图 DOR G) 称 为 自 补 的 Cself-eomplementary) ,如 果 D=D (G=), WEH: 
GR D RE BAM RE e— s 


(b) 若 G 是 自 补 图 , 则 se 一 于 vv 一 D 且 ,=0,1(mod 4). 


1.2.8 iB ET SIEGE. 
(a) 两 个 上 阶 自 补 竞赛 图 ; 8) 一 个 5 阶 自 补 无 向 图 ， 


1.3 图 的 顶点 度 


设 台 是 无 向 图 . xEV(G) 的 顶点 度 (vertex degree E Y. Jg G 中 与 x 关联 边 
的 数目 (一 条 环 要 计算 两 次 ), 记 为 d(x). 例如 ,图 1. 9(a) 所 示 的 无 向 图 G 有 

dgG(xj)—4. dolr:}=3, dgCGx)—4, delxs)=3. 

TARA d 的 顶点 称 为 d BE A Cd- degree vertex). 零度 点 称 为 孤立 点 (isola- 
ted vertex). 用 AtG) 和 6(G) 分 别 表 示 G 的 最 大 Gmaximom) 和 最 小 (minimum) 顶 
点 度 . Hp ACD —maxí(dc;(Gr): xc VOD), 

HO)=min{ de Cz); rEV(G)}. 
例如 ,图 1. 9(a) 所 示 的 图 GG 有 ACCO — 4,600 —3. 


ta) 无 向 图 G (b) 有 向 图 万 
图 1.9 


无 向 图 GEA k EMH regular) ,如 果 对 每 个 xEV(G) 均 有 da Gr? =k, 
例如 ,完全 图 K, 是 (2 一 1 正则 的 ;完全 2 部 分 图 Ks 是 正则 的 . 

Wt DARE. yc VOD ATAA EH BE vertex outrdegree) 定 义 为 万 中 以 ? 
Ai jr EAE BEARRA E ie d (30. y € VODO SUR ALBE Certex in-degree? £z 
LA D PA y 为 终点 的 有 向 边 的 数目 , 记 为 号 (y)，yEV(D) 的 顶点 度 定义 为 
di Cy) - do C) 8 dp Cy). 例如 ,图 1. 9 Cb MRKA AA D E 

di(y)0)—2. di(y)=1l, d$) =l, dá(y)0-3 

doy) 52., dboCyi)7—2, dp(yi)—3.. dp Cy2—0; 

doly) 4. dp(y) 3, dp(y)=4, dp(y403. 
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$i db Gy) dp G0 MPR ?为 平衡 点 (balanced vertex)， 每 个 顶点 都 为 平衡 
点 的 有 向 图 称 为 平衡 有 向 围 (balanced digraph). 完全 有 向 图 K: 是 平衡 图 . 
用 AD),A (OD,8* CD,8. (DD) 分别 天 示 DD 的 最 大 和 最 小 顶点 出 .入 度 ， 即 ， 
A* OD —maxídá Cy): y€VOD)); 
A G»D-—maxídp (y): y€VOD); 
8* ID) —^minld$ (y): y€ VOD); 
8- (D) 2minids (32; y€V(D)). 
这 4 个 参数 都 等 于 的 图 称 为 正则 有 向 图 (&-regular digraph). 
设 G 是 2 部 划分 为 {X,Y 了 } 的 2 部 分 无 向 图 . 容易 看 出 G 的 边 数 el(G) 与 顶 
点 度 之 间 的 下 列 关 系 ， 
e(G) = Pdelzr) = Ddely), (1.1) 
zeX 3€Y 
28(G) = 2; dolz), 
z:€ 
对 于 一 般 的 图 G 或 也 ,其 边 数 与 顶点 度 之 间 的 关系 又 如 何 呢 ? 考察 图 1.9 
所 示 的 图 ,我 们 可 以 看 到 GG 和 上 DD 的 各 顶点 度 之 和 是 其 边 数 的 2 fr mi EL D 85: 
度 和 人 度 之 和 都 等 于 其 边 数 . 事实 上 ,这 个 结论 对 一 般 的 图 也 是 成 立 的 . 
定理 1.1 对 任何 有 向 图 忆 均 有 
MdbGo) = MdsGo = eO». 


IV sEV 


证 明 DEANA, V=V(D). 考虑 了 的 伴随 2 部 分 图 G, 它 的 2 部 划 
分 为 {X,Y). TED) =G). 由 于 
dci) — df (x, do G^) —dp (r), Vxe€VG». 
所 以 由 (1. 1) 式 ,有 
s(G) = Side) = Didh, 
PEZ r€V 
e(G) = Nas = 2/4502, 
EY 
即 有 e(D) = e(G) = Daio = 2/452. 口 


推论 1. 1. 1 (Euler,1736) 对 任何 无 向 图 G 均 有 
MásGo = (G). 
zeV 
üEB] — ED EG 的 对 称 有 向 图 , 则 etD) 二 2e(G)， 由 于 对 每 个 +EV, 均 有 
datzx) 一 qd (x) 一 d5 GO ,所 以 由 定理 1. 1, 
244560 = AaB) 一 2/4560 = = e(D) = 2e(G) o 


推论 1. 1. pP 任何 无 向 图 G 都 有 偶数 个 奇 度 点 . 


l4 图 论 及 其 应 用 


证 明 BV. 和 TV 分别 为 G 中 奇 度 点 集 和 侦 度 点 集 ， 由 推论 1.1.1 知 
Ddelr) + Podolr) = lG), 


zÉV, 4€ V, 
EXE RIZ d rh BS 3 — TUS 2E ERR ERI ICA S AER eA PT bor 
€ V, 时 ,ao(z) 为 奇数 ,所 以 |Y.| 为 偶数 . 口 


下 面 几 个 记号 和 术语 也 常用 到 ,我 们 必须 熟悉 它们 ， 

设 九 是 有 向 图 ,S 和 了 工 是 Y(D) 中 两 个 不 交 的 非 空 真子 集 , 用 ES DE 
示 吕 中 起 点 在 S 而 终点 在 工 的 边 集 ,并 且 令 ELS. T]-ESX(G. DUET, S). 
BEA HERI E EUR — 1 E LEA RUE ED CS, T) RI Ep[ S. T A CS, DALS, T]. 
4 T—S—WA S, 则 简 记 Ep(S, 引 为 En (S); Ep (S, S) Ep (S5); Ec S. S ]g 
Eo[S]. iG dà C) - |E5 (S) |, dp (S) - | Ep CS) |. 

例如 ,在 图 1.9 所 示 的 图 D rp. S={ y ys M Eb S) =(S,5)= {az}, 
ifj Eg (S) 2G, S) — {ara} Ep [S] S. UG, S) = {assaut dh CS) — 
1, ds (8) 2. 

用 Ni (S) 表 示 Eb (S) 中 边 的 终点 集 ; 用 No (ORR Ep (S) 中 边 的 起 点 集 ， 
例如 ,在 上 面 的 例子 中 ,NS (S) 一 {ya),N5 CS) (yya). NÀ CS) RI Np CS) 4 
别称 为 S 的 外 邻 集 (out-neighbour set) HA 48$& Cin-neighbour set). Nj#(S) 和 
N5 CS) 中 顶点 分 别称 为 S 的 外 邻 点 (out-neighbour vertex) 和 和 内 邻 点 Cin-neigh- 
bour vertex). # S= {x} WAIE Nó CGO Ns UINA Nó C(x) 和 Np Go. 
显然 , 若 顶 点 zz 处 无 环 , 则 d5 GO — [ES GOL B. do (zx) 二 |E5 GO |. ZE DEM 
IER UE diio INE CO| H dp C22 | Np GO. 

同样 可 以 理解 无 向 图 的 类 似 记 导 EsLST.LS.T 80 No CS) ,并 称 NGCS)08 S 
的 邻 集 (neighbour set)，N.{S) 中 顶点 称 为 S 的 邻 点 (neighbour vertex), 


例 1.3.1 设 G 是 简单 无 向 图 有 不合 三 角形 .证 明 ; ee. 


证 明 GG 是 空 图 , 则 e 一 0, 结 论 成 立 . 下 设 G 是 非 空 图. 任 取 xyEE 
(G). 由 于 GG 是 简单 图 旦 不 含 三 角形 ,所 以 
Gg Cr) — DD Gig(32 Dy 2, 


Bp do Gro) Hr do os. 
上 式 两 边 对 GG 中 所 有 的 边 求 和 得 
iG) xa. 


EV 


由 Cauchy 不 等 式 和 推论 1. 1.1 有 
we dio) mlqqlMaG» X. 
v EV V 


rev 
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即 得 eccl. o 

61.3.2 设 G 是 简单 无 各 图 且 G 全 G ,v= 二 1Cmod 4). 证 明 ;G 中 会 奇数 个 
方 (y 一 了 ) 度 点 . 

证 明 GV, MV, 分 别 为 G 中 奇 度 点 集 和 侦 度 点 集 . 由 推论 1.1.2 知 |V| 
为 偶数 , 由 于 y=1(mod 人 ,所 以 ， 必 为 奇数 .因而 1V- ARAZO DAA 
数 . 

B z€V.. 车 de(z) 关 去 (v 一 1), 则 由 于 GG', 所 以 必 存 在 yc VO B8 


dot) 二 de (r) G—D) —de (zx) 为 偶数 , 即 y € V, yz. B. dy sed 6D. 


这 说 明 V. 中 其 顶点 度 不 为 十 (y 一 1 的 顶点 是 成 对 出 现 . 于 是 GRE G— 
的 顶点 数目 为 奇数 C 


3 E 


1.3.1 证 明 ; 对 任何 无 向 图 均 有 $<2e/ vs A. 
1.3.2 ”证明 ;任何 vc 之 2) 阶 简单 无 向 图 总 存在 其 顶点 度 相 等 的 两 顶点 . 


1.3.3 HAARE TRAD 十 1 个 人 参加 ,其 中 每 两 个 不 认识 的 人 怡 有 两 个 共同 的 熟 


人 ,而 每 两 个 相识 的 人 都 不 具有 共同 的 熟人 .证 明 : 每 一 个 与 会 者 怡 有 上 个 熟人 
1.3.4 H DARAH. 证明: 
Pah = Yara = D u- dD —y. 
P4 EV 


XEV 
13.5 证 明 : 
(at G E 2 Eg (XY M EDEA 2 864 88, RE [X:— Y 
tb) 任何 正则 竟 赛 图 均 有 vy 一 中 十 1. 
1.3.6 WW XX 都 是 VCD) 的 非 空 真子 集 . 证 明 : 
G0 d7 (XN X Hdt CXU X Sdt (XK) + dt OC, 
W 47 CX(1X 0--d- CXU X 0d" OO d (OX). 
1.3.7 证 明 : 妃 位 数学 家 在 一 次 国际 会 议 寺 相 允 ,他 们 之 中 的 任意 三 个 人 中 ,至 少 有 二 人 会 
说 同一 种 语言 . 如 果 每 位 数学 家 最 多 只 能 说 三 种 语言 , 则 至 少 有 三 位 数学 家 能 轴 同 一 
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it D-(VOD ,EGD yM H=(V( E) ,gw) 是 两 个 图 .车 VCH) 忆 
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VD),ECH)CE(D), 且 yn 是 gw EEH) ARH, EI gu 45 | ECHO BUR H 
33 D 的 子 图 (subgraph) , 记 为 HED. 9k D X H 的 母 图 (supergraph). # HED 
JFR VOID - VOD) WEH AD 的 支撑 子 图 (spanning subgraph), £j HED B. 
Hz D, WE H Jy D 的 真子 图 (proper subgraph) , 记 为 HCD, 

设 V 是 VC(D) 的 非 空 真子 集 ,以 V 为 顶点 集 并 以 D 中 两 端点 均 在 V 中 的 边 
为 边 集 的 子 图 称 为 台 的 由 V' 导 出 的 子 图 ,简称 导出 子 图 (induced subgraph) , 记 
为 DLV .导出 子 图 DIV Vig DV., 车 二 {7x}, 则 简 记 也 一 {x} 为 DD 一 x 

RE REGESTA. 以 瑟 为 边 集 并 以 只 中 由 E' 中 边 的 端点 为 顶点 
集 的 子 图 称 为 DD 的 由 导出 的 子 图 , 记 为 DUE] D-E ARD PHE E 
(但 不 删 去 端点 ) 后 得 到 的 子 图 . 

L 10 面 出 了 这 些 不 同类 型 的 子 图 , 


fig 


X, X, 
üg 
a, 
x X3 x 
4 a 4 
D 万 的 支 捧 子 图 D— (xx 
as 
x; 
AX a fs a, 
X; Xs X, 
fts 
o x, 0————QOÓx, 
X, 2 Xx X4 4 G, 
D— (a,4,] Dixo x». xt] DI {a a, as mt] 


图 1.10 Æ DREHTE 
设 DED, DED, #VONAVD) =A, ME D; f D; 是 点 不 交 的 
(vertex-disjoint) ; Æ ED O NED) — f, MEK D 和 D: 是 边 不 交 的 (edge-dis- 
joint). D, 和 D; 的 并 (union) D; UD: 是 子 图 H.H VOD =V(D O UVD) E 
EKA —EXOXD UED). X D; A D; 点 不 交 , 则 记 DiUD; 一 Di 十 D,， 若 对 每 个 
Oxon DH jii Dh HD: tet D, =nrH. A D M D; 边 不 交 ; 则 记 
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DUD: =DD. d VOD f'IVOG»S 7: MAM PASE S. D; 和 D: 的 交 (in- 
tersection) D, (| D. 这 些 例 子 在 图 1. 11 中 . 非 空 图 D 的 线 图 (line digraph) LOD) 
是 以 ECD) 为 顶点 集 的 图 ,并 和 且 车 usaj € ECD) W Ca; ,a;) EELISE D 
中 ,a; 的 终点 是 aj 的 起 点 . 


x & 
tad 
Ku 
外 
| 
A 


i1 图 的 并 与 交 运 算 
图 1. 12 列举 了 这 样 的 例子 . 


fs 


4 e 24 dj a, 
5 p HD) 


t 
图 1.12 有 向 图 五 和 它 的 线 图 工 (Z) 
例 1.4.1 设 口 是 平衡 有 向 图 ,S 是 VCD) 的 非 空 真 子 集 ,5=VCD)\ S X 
用 (S,S) 表 示 D 中 其 起 点 在 S 而 终点 在 S 的 边 集 , 则 有 |(S,5) | 二 |(S,S)|. 
i $ H—D[S] 由 定理 1.1 知 
Didh) = Ddatz). (1. 2) 
z€5 xc5 
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由 于 吕 是 平衡 有 向 图 , 即 对 任何 xEVCD) 均 有 地 x) 一 dp Ge PEEL EXE 
理 1.1 和 (1.2) 式 ,有 


|(S,S) = Dadblr)— pabtz) 


Es ES 
= Sdo — Pdre) = |G,S)|. t 
AES 4€85 


例 1.4.2. 设 台 是 无 环 图 , 则 G 中 存在 2 部 分 支撑 子 图 H Bos ST DU x 
HE doGos2du lr), AMA eCG)s2e(H). 

证 明 令 互 是 G 中 其 边 数 最 大 的 2 WBTXGEG E, H E) 2 部 划分 为 {X， 
Y. ER eV .不 妨 证 EX 4 

d=dgolæ) —di;i (x). 

di dada. W doC2dg GO. 4 X'—2 Xin. Y 二 YU :zr}, 则 可 以 得 到 

以 {XY} 为 2 部 划分 的 2 部 秃子 图 厂 , 且 
eH) = eG HD + delr) — 2dg (rx) > eH), 
矛盾 于 OH 的 最 大 性 . 于 是 ddr). 所 以 ,有 
dax) —d- dy Gs2dgy Gr). 

上 式 两 边 对 VY 中 每 个 元 素 求 和 ,再 由 推论 1.1. 118 e(COs 2e (HD. LJ 


3 是 


L4.1 用 图 形 分 别 表示 出 图 1 10 所 示 图 嘱 的 下 列子 医 : 
D— (0n n }， D— (a: t vds Di (x sT 8X5 +]. 
14.2 用 图 形 分 别 表示 出 图 1, 10 所 示 支 撑 子 图 与 子 图 D— (ai ,wa az?} 的 并 和 交 . 
1.4.3 EZAMA GHH Cline graph) LUCOO 是 以 已 (CG) 为 顶点 集 的 图 ,并 且 若 ese € E 
(2 Ill] ze; € ECLOG) e; Tl e; 在 G 中 相 邻 . 
Ca) iB EH EE] 1. 9 中 所 示 有 向 图 DAMLAG HRE LA EGG. 
(b} 证 明 : 任 何 图 的 线 图 中 无 平行 边 . 
1.4.4 设 人 5 是 2 部 分 无 向 图 ,A=AtG). 证 明 : 
COMETE A EW 2 RAA H GEH; 
DË G RAAR, TE a EN 2 部 分 简单 图 F EGEF, 
1.45 WEA: i GEEK, N G 中 存在 部 分 支撑 子 图 五 使 对 每 个 顶点 了 均 有 
(1—4 2e cosasco Iiis (11 ec «sc. 
1.4.6 《区 证明, Ub G JE ISI E 2 nV 1. 车 G 中 任何 a 个 顶点 子 集 学 出 子 图 都 有 
相同 的 边 数 , 则 局 或 为 完全 图 或 为 空 图 . 


( 马 举 例 说 明 (a) 中 结论 对 有 向 图 是 不 成 立 的 . 
1.4.7 设 吃 是非 室 (有 向 或 无 向 ) 才 ,aEECD) 不 是 环 ,并 设 a 的 两 端点 为 + A y. 在 DD 一 a 
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1.4.8 


1.4.9 


中 将 x My 重合 为 一 个 新 顶点 后 所 得 到 的 图 称 为 边 a 收缩 图 (eontracted graph), it 
AJ Da. WEB]: 
GO X D * a=k l; (bo e(D a= D} 1. 
d Gi 和 Gs 是 两 个 点 不 交 的 无 向 图 . G1 和 Gz 的 RGD VG 是 在 Gy UG; 中 把 
G 的 每 个 顶点 与 Gs 的 每 个 顶点 之 间 用 一 条 边 连 接 起 来 所 得 到 的 无 向 图 . 证 明 ， 
Kan = Ka V Kr. 
Chila YG =G Tv ), 
(oelG VG) —e(G tel HG D). 
Bt D, MD: 是 两 个 点 不 变 的 简单 图 . D 和 D OR CR AREE Ccartesian product) D, 
XD. 是 一 个 简单 图 ,其 中 VED XD EVDO XVOX 3EBXE S 3 € VOX, 
Tar EVD) Gn yi D EED X DS)emsUd n =y Hs »cE 
(DDD) ,或 者 z+ 二 yw HG yo EED). 
(0) 画 出 下 列 两 个 图 的 笛 卡 尔 乘 积 Di D». 


VL 


(习题 1.4. 9) 
<b) 证 明 ， 
C) AD XD =D KD); 
GD u= p EVD XD) EVD) yEVD:), 
dhon Cu) — dB, Ga) tdh, (ydo o, GO — dp, GO dp, Cy); 
Gi e D; X D;) = DeC D) De eG ). 
{c) 写 出 两 个 点 不 交 的 简单 无 向 图 G MG BER ARGREBLG XG 的 定义 ,并 且 证 明 ; 
若 1222, Vll Q, =K: XQ... 


1.4.10. 现 有 四 个 同样 大 小 正方 体 ,它们 的 六 个 面 分 别 涂 上 红 (R) E CB) . 绿 KG)? 和 黄 (Y) 四 


种 颜色 ,如 下 图 所 示 : 
DR 3 G B 
PE elar] lalviald 
R G Y 


试 将 这 四 个 正方 体 一 个 接 一 个 地 得 起 来 组 成 一 个 底 为 正方 形 的 棱柱 ,使 得 每 个 侧面 
的 四 个 正方 形 颜色 各 不 相同 . 车 将 每 个 正方 体 的 六 个 面 分 别 涂 上 下 还 四 种 颜色 : 


9 gi 
ud] PH [Ra 
n R 


FI ERE p 8j T B a AEA EA E THER E] ERE HE 3 
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1.4.11 F.R.Ramsey(1930) 证 明了 下 述 著 名 的 Ramsey 定理 :对 于 任意 正 整 数 上 和 7 ,存在 正 
整数 > 使 得 任何 > 阶 简单 无 向 图 G, 要 么 避 食 子 图 KK, ,要么 G 会 子 图 外 ,. 使 得 定 
理 成 立 的 最 小 正 整 教 r, DIH Ramsey 数 , 证明， 
《a rk Drik), r(,]) —1, r(2,]) —h.r(8,3) 8; 
(b) rk Drik, (71) r(E—1,D Kt E3023, E EL rk DM r(G—1,D 
都 为 偶数 时 ,严格 不 等 式 成 立 ; 
(c) rt3,4)=9, r(3,5)=14, r(4,4)=18. 
(目前 已 求 出 r(3,6) —18, r(3,7) —23, r(3,8) —28, r(3,9) =36, HAH rik, 
站 值 均 尚 未 解决 , 见 李 乔 (1991)) 
1412 证 明 : 设 G 是 顶点 集 V= 一 {z mw…z)} 且 不 含 子 图 Kr 的 简单 无 向 图 , 则 存在 顶 
点 集 为 V 的 完全 部 分 图 H PRHA OKISA do rds (zx;) 并 且 等 号 
flr cH. (P. Erdàs, 1970) 
1.4.13 WEH: Turán 极 值 定理 ) 设 人 是 y 阶 并 且 不 售 关 的 简单 无 向 图 , 则 ECCO xe 
(Tu BEH GEOSGTET,,. (P. Turán,1941) 


1.5 路 与 连通 


图 DC 或 6G) 中 连接 顶点 x 和 且 长 度 (length) 为 的 链 (chain 或 walk) W, ig 
为 xy 链 ,是 指 顶 点 x HU aj 交错 出 现 的 序列 
W = r (= xa Tas "dT (= y 
其 中 与 边 a; 相 邻 的 两 顶点 x，, 和 a 正好 是 a; 的 两 个 端点 (可 能 有 一) 
x FA y frs W 的 端点 (end-vertices) ,其 余 的 顶点 称 为 内 部 点 (internal vertices). 
W 中 边 的 数目 上 SOS W 的 长 度 . 例如 ,在 图 1. 13 所 示 的 图 口中 


W = x181 2582X503 T443 T506 T207 I3 
T—.x1aix$02x588120723 

P= z1 T50 T2073 
W'—.r1aizsa23545X504X403X588 5 
T — rai tsaz ras 


P= zarar; 


Bj 113 
TRAA AKFA 
W = fia Esdr Xs dy Xda rsds td 33 
是 也 中 一 条 长 度 为 6 的 zx E ERARA SERE E (trail). 上 例 中 的 链 研 
不 是 迹 , 因 为 边 as 出 现 两 次 ,而 


T = T101 Z502 T508 L207 T3 
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是 万 中 一 条 长 度 为 4 的 rizs 迹 . 点 不 相同 的 迹 称 为 路 (path)， 上 例 中 的 W 和 
T 都 不 是 路 ,因为 xs 在 其 中 出 现 两 次 ,而 

| P = zaxrsas tar Ta 
是 口中 一 条 长 度 为 3 的 zizxs 路 . 两 端点 相同 的 链 ( 迹 ) 称 为 闭 (closed) 链 ( 迹 )， 
BW EARED 中 zy 链 ( 迹 .路 ), 指 定 W 的 方向 从 x 到 y. 者 W 中 所 有 边 的 
方向 与 此 方向 一 致 , 则 称 研 AD 中 从 xz 到 y 的 有 向 链 ( 迹 .路 ), 记 为 (z,y) 链 
GERD. 例如 ,在 图 1. 13 ARKAA DH, 

W’ = ray rsa;sd6X304 X403 X563 

是 一 条 长 度 6 0f Cri x0 88: T = namaa, 是 一 条 长 度 为 3 HG x 
迹 ; P = Xidi To de Ta 是 一 条 长 度 为 2 的 (za 91:2 

MJ. EBHAIT dt WOEW' fix: TE TO ,而 迹 了 (或 (T 包含 路 POR 
P. 这 些 对 一 般 情形 也 是 对 的 (习题 1. 5. 1)， 

W 的 子 序列 TQGLQ, iga OST $i WB Gi DE ) B (section) , 记 为 W 
《Ti stg). 

对 于 简单 图 ,长 度 为 的 链 W 由 它 的 顶点 序列 za za …… 刀 所 唯一 确定 , 故 
可 以 简 记 W-G; Ti ), 

图 中 具有 最 大 长 度 的 路 称 为 最 长 路 (longest path). 包含 图 中 每 个 顶点 的 路 
称 为 Hamilton 路 . KEA O D BORED TE ION Pa 

例 1.5.1 设 G 是 简单 无 向 图 , 则 G 中 必 含 有 一 条 长 诬 至 少 为 (二 86(G)) 
的 路 . 

证 明 令 P= (xo sx pt) ÆG 中 一 条 最 长 路 , 则 

Nelo) € bns TS 
《和 否则 矛盾 于 中 的 最 长 性 ). 由 于 don 28G —8. BEVA 
k > | Nelo) | = delr) > à C] 

定理 1. 2(Rédei,1934) 每 个 竞赛 图 都 含 Hamilton 有 向 路 . 

证 明 设 D 是 v 阶 竞赛 图 ,并 设 P= Gu xx) 是 D 中 最 长 有 向 路 . EE 
w<52, 则 结论 显然 成 立 ， 下 设 v J P RE Hamilton 路 , 则 n. 于 是 , 存 
TE xE V(DA VCPME Go xa) € ECD) ,而 且 (x 30 € EC. 因而 必 存 在 iC1 i 
n) fx 4,32, Go x D€ ECD CABLES. 149. 于 是 Cx 23x tts Xa Xs Xis Xit rtv 
xÆ D 中 一 条 比 了 长 1 的 有 向 路 ,矛盾 于 了 的 最 长 性 . 所 以 ,P 是 DD 中 Hamil- 
ton 有 向 路 O 

d x.y€ V. di DOR GYPAETEXE BE xM y 的 路 , 则 称 x 和 y 是 连通 的 (con- 
nected)， 容 易 验 证 ,V 中 元 素 之 间 的 连通 关系 是 V 上 的 等 价 关 系 . 这 种 等 价 关 
系 将 Y 分 成 等 价 类 WV es V. z 和 y 属于 同一 类 Yez 和 > 是 连通 的 , TED 
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EVE GVD QOsisce) Fio DOS G) 的 连通 分 支 Ceonnected component? ,ww 
称 为 五 (或 所 ) 的 连通 分 支 数 (number of components) , 记 为 «(D GV, wG). 
若 w(D) 一 1( 或 wa(G)=1), 则 称 D( 或 G} 为 连通 图 (connected digraph orgraph), 
反之 称 为 非 连通 图 (discomnected graph). 


图 1. 14 
例如 ,图 1.15 所 示 的 两 个 图 ,其 中 (a) 中 图 是 连通 的 ,而 Cb) 中 图 是 非 连 通 


的 ;因为 它 有 3 个 连通 分 支 . 


c 


(a) 连通 有 向 图 DD (b) D 的 三 个 强 连通 分 支 


图 1. 15 

我 们 容易 证 明 ( 习 题 1. 5. 4) DO GO REGEL ROSE V. 的 任何 非 空 真 子 集 S 
均 有 [S,$] 关 2. 

例 1.5.2 设 G 是 vy MAALAA VOS {rran AHA do x1) 所 
dotar E mdoGn. 薪 对 任何 自然 数 k SAS delr) DHA delr) 
下 则 GG 是 连通 的 . 

证 明 ( 反 证 法 ) 车 避 是 非 连 通 的 , 则 存在 非 空 真子 集 SCV(OGO s, 
S]- æ. 不 妨 设 xz cs.tH4sk-iS|. 由 于 GG 是 简单 图 ,所 以 |S| 守 dolx,) 十 1 


并 且 k-—|S|—-v—|Slziv—-d;Cr2)—1. 
即 对 每 个 rE S Hp dcCoOx|S| -1—&—1. 由 假定 x € S. BT S PRERE 
G— DAT BU. FATIS =k dk G dS. r] 


BD XHOXCVOGOD,a€EGQG). 4 o(D—2)79G) ,DWfk x JS d Ccut 
vertex) ; 若 ol D— a) >D) , WWE a AAA (cut edge). 例如 ,在 图 1. 16 Ca) Brzs 
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的 图 G 中 ,zx 和 x WEHA; no: ERA. 不 含 割 点 的 连 适 图 称 为 块 (block) . 
D 中 不 仿制 点 的 极 大 连通 子 图 称 为 图 卫 的 块 . 每 一 个 图 都 可 以 表示 成 它 的 块 之 
3f. 如 图 1. 16 所 示 , (a) 是 图 G, 而 (Cb) 是 G 的 所 有 的 块 ， 


(à KG — 
Bd 1. 16 | 

注意 到 连通 . 割 点 . 割 边 和 块 的 概念 都 与 图 中 边 的 方向 无 关 . 所 以 在 研究 它 
们 的 性 质 时 ,只 须 考 虑 无 向 图 . 

例 1.5.3 非 平 凡 连 通 图 至 少 有 两 个 非 割 点 . 

证 明 设 P—onvesnensnimnaex 是 图 G 中 一 条 最 长 路 . 由 于 GEIF 
FERR, A kl REGE P 的 两 端点 x 和 zx; 都 是 非 割 点 . 若 不 然 , 设 am 
是 割 点 .由 于 wtG 一 +0)>>w(G), 所 以 G 一 xrs 至 少 有 两 

个 连通 分 支 . G A G E G-r 的 两 个 连通 分 支 ， 不 妨 设 x 所 在 的 分 
ZAG AR yE Nd NVG). 因而 G 中 存在 以 ze 和 ?为 端点 的 边 e. 由 于 
Gi AA P, Prd 

Q = yeroe Tir enrs 
EG 中 一 条 比 己 更 长 的 路 ,矛盾 于 卫 的 选取 . 所 以 zo 是 G BIER. 同 理 可 证 
x, 也 是 GG RIERA. 口 

下 面 介 绍 与 贸 中 过 的 方向 有 关 的 强 连通 概念 . 

设 吕 是 有 向 图 ,并 设 x,yEVCD). 车 DD 中 既 存 在 从 x 到 ? 的 有 向 路 又 存在 
从 y 到 x KAE MEE z A y 是 强 连通 的 (strongly connected). 同样 ,V 中 元 
素 之 闻 的 强 连 通关 系 是 VW 上 的 等 价 关 系 ， 由 这 种 关系 得 到 AENA V Æ D 
中 导出 子 图 D[Yi] 称 为 马 (38:838 223. D 的 强 连 通 分 支 数 记 为 2(D), w 
(DD) 二 1, 则 称 D 为 强 连 通 图 . 反之 , 称 品 为 非 强 连 通 图 , 

显然 , 若 口 是 强 连通 的 , 则 DD 必 是 连通 的 . 反之 不 成 立 . 但 对 无 向 图 C, 这 
两 个 连通 性 却 是 一 样 的 , 图 1. 15(a) 所 示 的 有 向 图 是 连通 的 ,但 是 非 强 连通 的 ， 
因为 它 有 如 图 1. 15(b) 所 示 的 三 个 强 连通 分 支 . 

由 强 连通 定义 , 易 证 (习题 1. 5. 4) ;有 疝 图 口 是 强 连通 的 今 对 VC(D) 的 任何 
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非 空 真子 集 S 均 有 (S,S) 关 有 是 (5,S) 关 多. 
例 1.5.4 8 DJE(FIIÉEHEL e (— 10^ J| D Jes (HJ. 
WEBB 《 友 证 法 ) 车 局 是 非 强 连通 的 , 则 存在 非 空 真子 集 SCVODMECS, 
5) =ğ, 4 k= | S| 3 
k 
2 


ex | j+ 2 人 Hoe 


= (y—D'* —(&—Di—-£—DzG-1*, 

这 与 假设 矛盾 ， 所 以 五 是 强 连 通 的 ， C 

例 1.5.5 "BP D KAHER Cunilateralconnected) ,如 果 对 D 中 任 
意 两 顶点 x My «D 中 或 者 存在 一 条 从 xz 到 yy 的 有 向 路 ,或 者 存在 一 条 从 y Ix 
的 有 向 路 . 证 明 : 吃 是 单 向 连通 的 OD 中 有 一 条 包含 所 有 顶点 的 有 向 链 . 

WE (c) n5. 

(0 构 作 一 个 简单 有 向 图 D =V E n A V =D, Gy) €E'&SD 
中 有 一 条 从 工 到 y 的 有 向 路 已 .. 由 于 号 是 单 向 迷 通 的 ,所 以 D' 中 含有 一 个 支 
HARAR. 由 定理 1.2 知 D' 中 存在 一 条 经 过 DD' 中 每 个 顶点 的 有 向 路 P', 将 PP 
中 每 条 边 (x,y) 换 成 中 tx,y) 路 Ps 后 得 到 的 有 向 链 就 是 也 中 一 条 经 过 所 有 
顶点 的 有 向 链 . O 

BEzr.y€VODO. D 中 所 有 从 zx 到 y 的 有 向 路 的 最 短 长 度 称 为 从 z 到 y 的 
距离 (distanee) , 记 为 dotx,y). 长 度 等 于 矩 离 的 路 称 为 最 短路 (shortest path). 
车 口中 不 存在 从 x 3 y 的 有 向 路 , 则 约定 dolz, y) oo. 一 般 说 来 ,dp (zx,y) 居 
dp(Cy.x). 

d(D) = max(dp(zr,y)i Yzy € VOD) 

称 为 D 的 直径 (diameter) ， Y,d D —1eD2K;. 

对 于 无 向 图 局 ,我 们 可 以 同样 地 定义 它 的 直径 4(G) ,并 且 也 有 dO =G 
ZK,. 

$/1.5.6 设 G 是 连通 无 向 图 并 且 存 在 不 相 邻 两 顶点 , 则 G 中 存在 两 顶点 
r Aly ÍfdgGr.32—2. 

征明 设 如 中 不 相 邻 两 顶点 为 + Az HF GEAN, MAG 中 存在 连 
TE Tz Igi P. 令 P= TELE 6239 *6, 4x, ez EG 中 一 条 最 短 zz 路 , 则 k= 
2. 7 yx i xecrezy 是 G Pry K. AT delr 2. # do Cro 2 1, F 
fr eC EIGE d GO — xy. WI P — zeyeix,-nerarpierdEG'nPuMr. 
ETET P 的 选取 ,所 以 delr, y)72. m 

例 1.5.7 1E 8X8 棋盘 的 64 个 方 格 中 分 别 填 人 1 至 64 个 数字 , 证 明 : 无 
论 怎么 填 作 这 些 数 ,总 能 找到 两 个 其 有 公共 边 的 两 方 祝 , 里 面 所 填 数 字 之 差 不 少 
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于 5. 


证 明 假设 在 64 个 方 格 中 已 填 好 64 个 数字 . 以 这 64 个 数字 为 项 点 集 V 
构 作 简 单 无 向 图 G 一 (V,E) EES 和 j 所 在 的 两 方 格 有 公共 边 . 易 知 ,G 的 
HBd s7T7T-—14. 车 相 邻 两 顶点 数字 之 差 专 4, 则 G 中 任何 两 顶点 数字 之 
dix X 14-586. 但 存在 两 顶点 数字 分 别 为 1 和 64, 且 64 一 1 一 63 沁 56, 矛 盾 . 口 


习 题 


k= 
&n 
n 

= 


1.5.2 


1.5.3 
1.5.4 


1.9.5 
1.5. 6 


1.5.7 


1.5.8 


证 明 

(G0 Cr» yMSEC cy BED) ru Ce 0 EO ry 3i 

(bo Cr» y) CHR, zy 迹 } 中 必 含 (I,y) 路 (或 zy 路 ); | 

(c) 有 向 闭 链 W. 必 可 以 表示 成 车 干 条 边 不 交 有 向 闭 迹 之 并 ,而 且 W 的 长 度 为 这 些 
闭 迹 长 度 之 和 

(d)《 有 向 ) 闭 迹 必 可 以 表示 成 若干 条 边 不 交 ( 有 问 ) 闭 路 之 并 ， 


EH AER 品 是 强 连 通 当 有 目 仅 当 对 任何 x,yEVCLD} ,DD 中 存在 经 过 所 有 顶点 从 工 
3i y 的 有 向 链 . 
EH: UE D Rf ACER aA, H E max(3* ,全 则 厂 中 含有 长 度 至 少 为 站 的 有 向 路 . 
EH: 
(3 有 向 图 DC 或 无 向 图 CO oio ext VDE VO AEREE S 均 有 
[S.S] £i 
(b) 有 向 图 D EREA VODO BET HESS FCT- 48S Hbf CGS,5) £i 3t BG, 
DED: 
OFHA n EL as o CEREK; 
CAE E P. DREAM zs 9E EE CFLC ERE HRS V CD) Pr xo 的 任何 真子 
fSHIUTHO.S X9. 
证 明 ; 设 v2, Jl] G EE POSTEXE c. y € VOIE G— c 和 G 一 y 均 是 连通 的 ， 


E CEMR, HH w—e ,证 明 ， 
(a) eG TG) Gu D; 


(0035 (7 -6—06—2 RI G Jii 


设 口 是 简单 有 向 图 ,并 且 ww 人 D), 证 明 : 

(a) eCDY Ga DD) HA aa) 

(b eCD)2» 1), t] D EREM. 

设 口 有 基 y( 半 1) 阶 简单 有 向 图 .证明 : 

GO Bos di y E EC x y€ VOD dá GO-- dp (y) 2v1 A D EI 
连通 的 ; 
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1.5.9 


1. 5. 


10 


.11 


12 


.13 


14 
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WË Ek He —1) — G- DG &— D. D RR 3Xe 5. 

证 明 ， 

WE G HERREG M GHEH, 

(025 G H E C22) EWN 2 部 分 图 , 册 G PERH, 

《ce) 着 记 606228 G PRHKA DoR ATA x HRA. 则 
b(G) = at 2) Hr — D. 


sEV 
{aj 证明 ， 
GE DA, ESOS alt d= d D). A—max(A! (DY 4 GO) Lj 
i 3 A= 时， 


GO» dil 
" ERE MC A22 hf, 


A4 a22 时 而 有 KDR log [4 一 1 十 1 | 一 二 
GD G Sv 阶 连 通 无 向 图 ,2 一 CC .A—ACCO BI 
Pa 4 A=2 时 ， 


(GG: 一 1 一 
UNIES saei 


RTM Az 时 有 (O2. loga APER, 


Cb) igi tii f FIRR v By d 直径 上 A 正则 的 有 向 图 和 无 向 图 : 

(D v—d-- 118 1 EWA v—4A--1 E. d— I 的 A 正则 有 向 图 ， 

(iDyz 2d--1 H) 2 EW, SAt E d—1 的 A 正则 和 v 二 10 且 d#=2 的 3 正则 无 

DIAR 
证 明 : 连 通 萎 GG 中 任何 两 条 最 长 路 必 有 公共 交点 . 
A r.y.: ERER OK D 中 3 个 不 同 顶 点 . WER: 
dpGr,z) dor yt dp (yz) 

设 品 蚌 非 平 片 非 空 的 强 连 通 有 向 图 ,LLD) 是 也 的 线 图 ,证 明 ; LODO E38 xe B8. HE 
KLUDD 1. 
RT EZA. EVD. #IHEH ycVCDO. BA drG. y)s:2. Wk z ET Bx. 
证 明 : 
ta 本 中 每 个 最 大 出 度 项 点 前 是 王 ， 
(b) 不 存在 怡 有 两 个 王 的 竞赛 图 ; 
(cH ÆA MWE i MERET 使 其 每 个 顶点 都 是 王 . 
设 忆 是 简单 图 征明， 
(GE G ETEA C 是 连通 的 ,而 且 dG ) 志 2 
(byG dn Go 都 是 连通 的 SG MO PALETE Knas 
CO; d( 0778, Wl] dG 2734 
(GE dto —2 EL AGD —v—2, Wl e252v— 4. 
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1.6 HE 5 图 


闭 ( 有 向 ) 迹 称 为 (有 向 } 回 Ccircuit)， 点 不 同 的 闭 ( 有 向 ) 回 称 为 (有 向 ) 图 
(eyele)， 长 度 为 ,奇数 , 侦 数 的 回 ( 圈 ) 分 别称 为 £、 奇 Codd) 、. 偶 (even) 回 (图 ). 
我 们 常用 C, 表示 长 度 为 WEA. 图 中 最 大 (或 最 小 ?长 度 的 圈 称 为 最 长 (或 最 
短 ) 圈 (longest or shortest cycle). 

例 1.6.1 设 G 是 无 向 图 . 若 8—00222,W G d Hl. i G dé fap E]. G 
中 会 长 度 至 少 为 8-+1 的 图 . 

证 明 车 G 中 售 环 或 者 平行 边 , 则 结论 成 立 ， 下 设 避 为 简单 无 向 图 ,并 设 P 
一 (zu zl) 为 人 中 一 条 最 长 路 ,re 天 xzo. 则 


Nelar) Cc (n a SO). 


由 于 | Notz) | = ds Go Z6 68 —4u 2. 
所 以 存在 x; € Ng Gro ) NE CHE xn s**t G4 0 HP t ) 为 G 中 长 度 至 少 
为 8 十 1 8988. O 


定理 1.3(Moon,1966) iE DC BrSEEIBCE EB ED 中 任意 项 
点 . 则 对 任何 整数 ROSEO ,了 PREKERS ugu emm. 

证 明 Itke HAA. Ub—3BD4 S-NÓGO.T-—NoGO.ÉDT D 
强 连通 的 ,所 以 Sa. TX. LAF DEARA MA TU (u — S. BC 
Ei 1.5. 40, CS, T) (S, S) E C. FEFE x S. y€ T f Cr, 32) € ECD, B. 
(usz,ysU) 是 长 度 为 3 的 有 向 图 且 令 ul 参见 图 1. 17(a))， 结论 成 立 ， 


图 1.17 
假设 u 会 在 一 条 长 度 为 n(3 记 mn<<y) 的 有 向 轿 中 ,要 证 明 u 也 含 在 一 条 长 度 
为 {n 十 1) 的 有 向 图 中 . 
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Bt Com Geo 如) 是 万 中 一 条 长 度 为 2 的 有 向 图, 其 中 usu — uw. 若 
存在 x€ VV VONE Ni GO)VCO e B. Ns CNNVCC) 隆 多, 则 因为 局 是 况 
f 赛 图 .所 以 C 中 存在 相 邻 两 顶点 t, 和 uo uar) Eriin) E E(D). TE u 
REREH QT DIES [8] B Gs oon etti ons 中， 

FERIEN EV VCO ,或 者 Ni O NVO, RA N5 CODVOO = 
g.4 

S-—(r€VX V(O: Ni MAVO = 8}, 
T—(y€VA VO: Ni G)P|IVOO) —-421. 

BR SXO.TXOH(G,Tz0. 设 IES,yET 使 得 (x,y)EE(D)( 见 图 
1. 17Cb)5. 于 是 t REKE A tDA ma X5 sp y*** ) P [1 

推论 1.3 设 z 和 > 是 "( 之 5) 阶 强 和 连通 竞赛 图 刀 中 任意 两 顶点 (不 必 互 
JM D 中 存在 长 度 为 (d 十 3) 的 从 x 到 y HARE Hp dd), 

证 明 i PED 中 最 短 (x,y) 路 . 由 于 OxidoGr. y) sdsy— 1. FrEA 

3z d-dpir y) +3 s v4 2. 

E d—dp(x, y) — 3v MAEHE 1. 3 Al y AED 中 长 度 为 m= 二 a 一 dptx， 

3) 2-3 的 有 向 圈 Cu 中 ， 于 是 PPC WED 中 一 条 (zx,y) 链 ,其 长 度 为 
dpCr,y) + (d — doplery) 4-3) — d 4-3. 

di d—dpGr y) 3 1, MEER 1. 3-30 25 A0 y AED 中 长 度 为 3 的 
AAE C; 和 长 度 为 (y 一 2) 的 有 向 图 C.-: 中 . 于 是 PODC, CO, WRD 中 一 条 
ay RREA 

doly) d- aD H3 = dp y) td— dolz, y) +3 = d8. 

车 d—dple y)--3—v-2, MAEA 1.3 48 y 会 在 DD 中 长 度 为 3 的 有 向 轿 
Cs 和 长 度 为 (一 二 的 有 向 圈 CH. 于 是 POC- EI D IB A Ge y) 
链 ,其 长 度 为 

dors y) d- (G — 1) 3-3 = dpGr.y) d —dpgGr, y) H-3 — d 4-3. O 

定理 1.4 强 连 通 有 向 图 中 是 2 部 分 图 全 只 中 不 含 奇 有 向 回 . 

证 明 (之 ) 设 DD 是 2 部 划分 为 {X,Y7} 的 2 部 分 有 向 图 ,并 设 Cxazrc 
zad 是 D 中 长 度 为 的 有 向 回 ， 不 失 一 般 性 , 设 € X. 因为 万 是 2 部 分 
Eg PIE HEY, n EX n CY, — Hib n EX, tu EY. BF EX, BiA 
z € Y. TEPE iff R—1—2:4-1. 80 &—2i—2.. AEC EBA Ée. 

(EF D PRERA FL EI. MA D 中 无 环 . 不 妨 设 vm2. 任 取 aEV 
D). 4 

X = (x € VOD) ;dntu,z) 是 偶数 ) 
Y= {y E€ VODidpGu. y) 是 奇数 ; 
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显然 ,xE 基 ,由 于 DD 是 强 连 通 的 ,并 且 vy 之 2, 所 以 Y 关 乡 、 因 而 {X,Y 是 V(D) 
的 一 个 划分 ， 

FüEEXOXNYD-OZ. 车 1Y| 二 1, 则 不 证 自明 . FRY 2. 设 y,zEY,y 奖 
z 令 P AQ 分 别 是 最 短 (u,y) 路 和 Cu,z) 路 ,Pi Qo. 分 别 是 最 短 Cy,u) 路 和 
Gu RCD 的 强 连 通 狂 保证 了 这 4 条 有 向 路 的 存在 ). 由 了 的 定义 知己 AQ 
的 长 度 都 是 奇数 , 由 于 DD 中 不 含 奇 有 向 回 , 且 PUP: 和 QU RAD HAK 
回 , 所 以 P; 和 的 长 度 也 都 是 奇数 ,因此 ,车 存在 aEE(D) 使 gp(a)=(z,yy)， 
Jij PU Qi) Uta) 是 DD 中 一 条 奇 有 向 回 , 认 盾 于 假定 (参见 图 L18). ARERR 
FE 5€ ECDME qo 00 — Cy z2.. 所 以 了 中 任何 两 预 点 不 相 邻 . 


图 1.18 

同样 可 证 X 中 任何 两 顶点 也 不 相 邻 ,因此 记 是 2 部 分 图 . 口 

注 在 定理 1. 4 的 证 明 中 ,其 必要 性 成 立 并 没有 用 到 D 的 强 连通 性. 但 对 
于 充分 件 , 强 连通 性 是 不 可 少 的 。 例 如 ,图 1. 5 所 示 的 两 个 3 阶 竞赛 图 中 ,前 一 
个 不 是 强 连 通 的 ,而 且 不 含有 向 加 ,但 它 显然 不 是 2 部 分 图 

推论 1.4.1 强 连 通 有 向 图 品 是 2 部 分 图 局 D 中 不 含 奇 有 向 园 . 

证 明 (= 由 定理 1.4 知 户 中 不 会 奇 上 有 向 回 ， 由 于 奇 有 向 圈 也 是 一 条 奇 
有 向 回 ,所 以 D EAR SATA mE. 

(e) EDP PREASADH, AAEN D 中 不 含 奇 有 向 回 ， 若 不 然 , 设 C 
是 中 一 条 奇 有 向 回 . 由 于 了 D 中 不 会 奇 有 向 图 ,所 以 忆 不 是 一 条 有 向 图 ,于 是 
(JE 1. 5. DC BTELSEI RR DAUELA ILI C CS eG ZJEC-O 0 
QGP DC. di T CBHKHE 

e(O = elC) Fe 二 eG) 
为 奇数 ,所 以 (CO elC ,elC4) 中 必 有 一 个 为 奇数 . 矛盾 于 万 中 不 含 奇 有 
向 圈 的 假设 . 

由 于 DD 中 不 合 奇 有 向 回 且 D 是 强 连通 的 ,所 以 由 定理 1.4 81D JE 2 887) 
图 . L] 

推论 1.4.2(Kónig,1936) ZHAG E? 部 分 图 和 SG rA ED. 

证 骨 ”由 于 无 向 图 G 是 2 部 分 图 全 全 的 每 个 连通 分 支 都 是 2 部 分 图 ,所 以 
WI G EERI. 考虑 G 的 对 称 有 向 图 五. G 是 连通 的 2 部 分 图 人 名品 是 强 连 
889 2 部 分 图 . G 中 不 含 奇 图 参 口 中 不 含 奇 有 向 图 .由 推论 1. 4. 1 即 知 该 推论 
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m. C 
推论 1.4.3 ADA DE? 部 分 图 SD doe ERR. 
证 明 考虑 也 的 基础 图 G. DD 是 2 部 分 图 SG 是 2 部 分 图 ,而 上 D 中 不 全 
奇 图 后 G 中 不 含 奇 图 . 由 推论 1.4.2 即 知 该 推论 成 立 . C 
下 面 举 几 个 例子 . 


例 1.6.2 设 G 是 非 2 部 分 简单 无 向 图 且 e> 子 (一 1)? 十 1, 则 G 中 必 会 三 
角形 . 


b 证 明 ( 反 证 法 ) 设 @ 是 不 含 三 角形 的 非 2 
部 分 图 , 则 由 推论 1.4.2 知 台 含 有 奇 圈 ， 取 G 中 
长 度 最 得 的 奇 圈 和 如. 令 5 二 VC(CY, 则 2 一 上 | 之 5 
z Y AE 
[C5,S) | x: 2( — n). 
a 若 不 然 ,存在 u€5 使 得 | NGo( SIS. 令 
xyix€ NSGO(1S. 由 于 GG 本 会 三 角形 ,所 以 5 
x {zyysz} 中 存在 三 顶点 abc, LA 1. 19 所 示 . B 
Cy — Gazam yu) C= Qn yita rz 
uYfI C; (uo zt mum BEREIT n B 
至 少 有 一 个 是 奇 圈 ,矛盾 于 CC 的 选取 . 
由 C fiu. GL S)- C. BLeG[ SD —». 由 于 G 中 不 合 三 角形 ,所 以 G 
[S] 中 不 含 三 角形 . 于 是 由 例 1. 3. 1, 有 
eG) 一 E(GLS]) 十 |(9,S)| 十 ECGLS]) 


x.n-cr2(-—mn 十 二 Go 一 要 


n 


图 1.19 


«lG-D' 


矛盾 于 假定 . 故 G 必 会 三 角形 . [] 

例 1.6.3 Zi ES G 中 不 含 奇 度 点 , 则 G 存在 一 个 平衡 定向 图 . 

证 明 对 边 数 = 用 归纳 法 , 当 s 一 0 时 ,G 是 空 图 ,结论 自然 成 立 ， 假 定 对 所 
有 v 阶 且 不 会 奇 度 点 的 无 向 图 ,只 要 其 边 数 en, 就 存在 一 个 平衡 定向 图 , WEG 
JE v 阶 , 不 含 奇 度 点 且 边 数 :一 2 十 1 的 无 向 图 . 令 

S= {r E V(G): delr) = 0}, 

HF G =G- S.N 8GD) 之 2 且 不 会 奇 度 点 . 184059 1, 6.140 G GE RB A C. 指 
XE C BERIHA 613 C. EA P] REI RAC. 4 Gs —G— ECO) Kl v 
(G)7 (GG) =y, 
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€(G3) 一 se(G) 一 s(C) «eG = ntl, 

且 Gs 中 无 奇 度 点 . 由 归纳 假设 知 G 存在 一 个 平衡 定向 图 D, TE D—D'COC 
即 为 G 的 一 个 平衡 定向 图 . C] 

例 1.6.4 会 奇 回 的 强 连通 有 向 图 必 会 奇 有 向 回 ( 因 而 含 奇 有 向 图 )， 

证 明 利用 推论 1.4. 3 可 以 给 出 证 明 , 留 给 读者 ,下 面 给 出 直接 证 明 . 设 

C — TTA TT Ene ae TI 

E D pRa Kb xz; € V(OD).a; € EOD). 用 P; RRD 中 最 短 的 从 x; 到 
zifl 的 有 向 路 (一 1, 2，…28) Pas 1 表示 D 中 最 短 的 从 zx 到 T] 的 有 回路 . 由 
于 号 是 强 连 通 的 ,所 以 这 些 Pi(i 一 1,2,…,28 十 1) 都 是 存在 的 . 若 存在 一 条 其 长 
度 为 偶数 的 P, , 则 由 P; 8) PE yola) = Grau He. 于 是 Pita; AD 中 一 
条 奇 有 向 圈 . 

下 设 每 条 P 的 长 度 均 为 奇数 . 将 这 28-1 条 有 向 路 P 连接 起 来 构成 一 条 
长 度 为 奇数 的 有 向 闭 链 , 设 为 W. 由 于 W 可 以 表示 成 放 之 了 ) 个 边 不 交 有 向 回 之 
JF.B. W 的 长 度 是 这 些 有 向 回 长 度 之 和 (习题 1, 5. 1) ,所 以 ,其 中 必 有 一 条 奇 有 
向 回 . [] 


jm 


1.6.1 证 明 : 
WDE ezv I G AH; 
(b) 连 通 的 2 正则 无 向 图 必 是 一 条 圈 ; 
(c) 强 连 道 的 1 正则 有 向 图 必 是 一 条 有 向 图 ; 
(OF G 是 简单 图 ,有 具 53, 则 至 少 G 会 两 条 偶 圈 ,而 且 @G 中 各 圈 长 度 最 大 公 因 子 为 
1252; 
(eot G Ef a PH. vo25, 则 侣 中 合 长 度 之 26 的 路 . 
1.6.2 设 口 是 简单 有 向 图 ,一 max{6+ 15 1220. ERD 中 含有 长 度 守 (十 1) 的 有 向 攻 . 


1.6.3 GUB]. B 品 是 简单 有 向 图 , 且 e> 记 vw 一 1), 则 DAAN. 


(b) 构 作 一 个 不 含有 向 图 的 简单 有 向 图 呈 使 一 艺 v(x 一 1)， 


1.6.4 设 品 是 竞赛 图 . 证 明 : 
aA k= maxi" ,8 )220,Ul| D S IEZ22k-1 的 有 向 圈 ， 
(o5 DEM.D, WEE SSD ES 22 且 对 任何 xES,D 一 z+ 仍 为 强 
连通 的 . 
165 设 G 是 非 2 部 分 简单 图 ,A>>2 并 且 32 L2 | .证 明 :G HAAKE DKA 
Bil. 
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1.6.6 设 有 向 图 忆 不 含有 向 圈 . 证 明 : 
(a) 8- —0; 
(b) 存 在 V(ZD) 的 有 序 顶 点 序列 zi sei enn, WAPARE EOD D 中 每 条 以 之 
为 终点 的 边 的 起 点 都 在 {z ,rs niil P. 


16.7. AHE D HEH (convene) D Eie D 中 每 条 边 的 方向 都 颠 便 过 来 后 所 得 到 的 有 向 
图 . 
(a) 证 明 : G) df, C) dp GO ODd Cri 3) =d (yr). 
(b) 利 用 习题 1. 6. 6 EH DREAM, N t 一 0. 
1.6.8 证 明 ; 
(t DD 是 强 连通 图 , 则 DC-LCD) SD 是 一 条 有 向 图 ; 
(b) 设 G 是 连通 图 , 则 CG 二 L(G)SG f&— 2I. 
1.6.9 G( 或 品 ) 中 最 短 图 (或 有 向 图 ) 的 长 度 称 为 G( 或 DO ff Bl € (girth) A gO g 


(D. 证 明 ， 
(a) 围 长 为 4 的 正则 无 向 图 至 少 有 2 阶 , 且 (在 同 构 意 义 下 ?路 阶 这 样 的 图 恰 有 一 
个 


(b) 围 长 为 5 B5 & EWARADA E +H 阶 . 

WORKA 5 HERA 2 B6 e ENEAK e? 71 阶 . 34 £—2,3 时 找 出 这 种 图 来 
(J. A. Hoffman 和 R. R. Singleton( 1960) EL EM ; x &b EL (Y. 24 k= 2,3, 7 CaL EEA 
57) 时 存在 ); 

(dj) 设 避 是 围 长 为 g 的 上 正则 无 向 图 , 则 


o> L--E--kG— Itte- DT M g 为 奇数 ; 
{ I Y 
” [1—0] g 为 偶数 . 


1.6.10 设 D=(V,E) 是 无 对 称 边 的 简单 有 向 图 ,VY xy z€ VAD), EH Ge y)» Gn 22 € E 
(D=) EED MER D Afk E (transmissible digraph). 证 明 ， 
OARA T 是 传递 图 全 了 不 含有 向 图 ; 
(b) 设 了 是 传递 竞赛 图 , 则 对 中 zyyEYfT) , 均 有 dt GOEdr GOJEEL dr GO dr 
y; 
(c) 恰 存在 一 个 > hree: 
ORFE A s 阶 不 省 有 向 转 的 竞赛 图 ; 
(OARE THARE T 是 传递 图 ; 
人 任何 2 1! 阶 竞赛 图 必 含 n 阶 传递 竞赛 子 图 . 


1.7 Euler 图 
经 过 DD 中 每 个 顶点 和 每 条 边 的 迹 ( 或 有 向 迹 ) 称 为 Euler wA AE). H 


的 Euler 迹 ( 或 有 向 迹 ) 称 为 Euer 回 ( 或 有 向 回 ). £ Euer 回 的 图 和 含 Euler 有 
向 回 的 有 向 图 统称 为 Euler BB. 
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我 们 之 所 以 而 这 些 名 称 ,是 为 了 纪念 图 论 创 始 人 ,著名 的 瑞士 数学 家 L. Eu- 
ler(1707--1783). 1736 年 ,他 发 表 了 图 论 历史 上 第 一 篇 论文 ,讨论 Königsberg 
七 桥 问 题 ，Pergel 河 横 穿 Königsberg 城 ,在 陆地 与 河 心 两 个 小 岛 之 间架 有 七 座 
桥 ( 见 图 1. 20(a) 所 示 ).。 一 个 有 趣 的 问题 是 ;一 个 居民 从 家 里 出 发 能 否 经 过 每 座 
桥 一 次 且 仅 一 次 ,然后 回 到 家 ? 

e s c A 
B D B D 
= 
e E 一 / 
(a) (b) 
图 1.20 

Euler 把 这 个 问题 抽象 成 如 图 1. 20 (b) 所 示 的 图 G, 其 中 G 的 顶点 4,B,C 
$8 D 分 别 表 示 4 块 陆地 , 两 块 陆地 之 间 的 烽 用 对 应 点 之 间 的 边 表示 ， 于 是 
Königsberg 七 桥 问题 就 归结 为 G 是否 是 Euler A. Euler 通过 研究 ,对 上 述 问题 
做 了 否定 的 回答 ( 见 推论 1.5.20. 我 们 把 它 归 结 为 下 列 定理 的 推论 ， 

定理 1.5 DD 是 Euler 图 SD 是 连通 的 平衡 图 . 

证 明 (=i D E Euler 图 , 则 由 定义 知 吕 是 连通 的 . 设 C 是 DD 中 一 条 
Euer 有 向 回 . 由 于 C 包 售 连 通 图 DD 中 每 条 边 和 每 个 顶点 ,所 以 对 任意 TEV 
(O , 沿 C 的 正 向 行进 时 ,作为 C 的 顶点 xz 每 出 现 一 次 ,就 有 一 条 边 进 入 工 ,同时 
也 有 一 条 边 离 开 z， 于 是 dà G0 ds GO. BD D ROPA 

<) 反 证 法 . 取 边 数 尽 可 能 少 的 非 平凡 连通 且 不 会 Euler 有 向 回 的 平衡 图 
D. 由 于 全 —6 320, BEVL CIEL 1,6. 22 D 中 含有 有 向 图 . CED 中 最 长 有 向 
回 . aF DR Euler 有 向 回 , 所 以 D 一 E(C) 中 存在 连通 分 支 D' fi eD Y>. 
由 于 卫 和 C 都 是 平衡 图 ,所 以 DERFEL: (O<). FE. h D ik 
取 知 DD 含有 向 Euler [8] C'.. Big D EAN, Br VONVA. THÉ C 
UC 是 D 中 有 向 回 . (BE e(CUCO Se (CO. 矛盾 于 C 的 选取 . 所 以 D Æ Euler 
图 . L1 

Hit 1.5.1 i& D ZESESE FLIEGT] DEA x: 到 ?的 Euler 有 向 迹 全 < 
(zj) 一 d5 (x) -1—d» (y) ^45 (y), TELS KE 4] EVID) Gr yA db (u) — 
dp (u). 

证 明 (Di TED 中 一 条 从 到? 的 Euler 有 向 迹 . 令 在 口中 添加 一 
条 以 y 为 起 点 且 以 x 为 终点 的 有 向 边 a 后 得 到 的 有 向 图 为 D'. M D' PA Euler 
有 向 回 THa. 由 定理 1.5 知 D' 是 平衡 图 于 是 


34 图 论 及 其 应 用 


dbu) = db lu) = dy GD = dplu), Yu € VOD x, yh 
dbtx) = dh (xr)} = dy G2) = dplr) t+ l; 
dp(y) = dg (y) = dh Cy} = dbCy) + 1. 

(«) 9E D 中 添加 一 条 以 y ARAFAT 为 终点 的 有 向 边 a 后 得 到 的 有 
HRA D^. 由 假设 知 D' 是 平衡 图. 所 以 ,由 定理 1.5 知 D' 中 含 Euler 有 向 回 . 
i C&D pġ Euler 有 向 回 , 于 是 C 一 “ 即 为 D 中 一 条 从 工 Ajy 的 Euler 有 
En. L] 

下 列 结果 中 条 件 的 必要 性 是 Euler 在 1736 年 解决 Königsberg 七 桥 问题 时 
发 现 的 ,而 条 件 的 充分 性 直到 130 多 年 后 才 由 Hierholzer( 1873) 发现、 

推论 1. 5.2 G 是 Euler HSG 是 连通 的 且 不 含 奇 度 点 ， 

证 明 《一 ) 设 C 是 G 中 一 条 Euler 回 , 沿 着 CC 给 G 中 每 条 边 定 向 . 这 样 得 
到 6 -TERED 仍 是 Euler 图 . 由 定理 1.5 知 D 是 连通 平衡 图 . AG E 
连通 的 ,而 且 对 任何 xEVCG) 均 有 

do CGr) dj (zr) + di Ge) 2d$ GO. 
故 忆 不 含 奇 度 点 ， 

(HG 连通 且 不 含 奇 度 点 ,由 例 1. 6. 3 知 G 有 一 个 连通 的 平衡 定向 图 
D. WEH 1. 5 4 D&A Euler A i el C. RH C 中 每 条 边 的 方向 即 得 G 中 一 条 
Euler [8]. 因而 G 是 Euler 图， 口 

例 1.7.1 由 推论 1.5.2 知 ,七 桥 问题 无 解 ， 

推论 1.5.3 非 平 凡 图 G 有 Euler 3G 连通 且 最 多 有 两 个 硝 度 点 . 

证 明 (>) 设 G 舍 Euler 迹 并 设 T 的 两 端点 为 x 和 y, or y. T JE 
G 的 Euler PI. 由 推论 1. 5.2 知 G 不 合 奇 度 点 ,车 z 关 y; 则 在 工 中 顶点 x 和 
之 间 添 加 一 条 边 e。 于 是 了 十 e 是 G 十 e 中 的 Euler E. 由 推论 1.5.2 知 G--e R 
含 奇 度 点 .因此 和 中 除 z A y 外 都 是 偶 度 点 . 

“ 守 ) 设 局 是 非 平 几 连 通 图 和 且 最 多 有 两 个 奇 度 点 , 若 GG 不 含 奇 度 点 , 则 由 推 
i& 1.5.2 44 G & Euler 回 ,因而 G 含 Euler 人迹 . 若 侣 含 奇 度 点 ,由 推论 1, 1. 2 知 
G 内 会 两 个 奇 度 点 z 各 y, TE G 中 顶点 + 和 > 之 间 添 加 一 条 边 e; 于 是 G+e 不 
含 奇 度 点 且 连 通 . 因而 由 推论 1.5.2 知 Ge Euler 回 C. 于 是 C 一 e 为 G 中 
Euler 3i. LI 

作为 例子 ,我 们 构造 一 个 Euler 图 . 

例 1.7.2 下 列 定义 的 有 向 图 称 为 de Bruijn 图 , 记 为 BCd,n) 21,4222: 

VIBCA nD = {rz Ta TE Cd 1)} iSl, 2p ,nn}. 

i x.y€VO(d m). b xxx s WA BI 

Cr. y) € ECB(id1D)6oy — Tora raa, 


第 I 章 图 的 基本 概念 35 


其 中 ac (0,1,*-.Cd—10) ,并 记 有 向 边 (x,y) 为 XT1Xo Xn, 
1. 21 所 示 的 是 BC2,1),B(2,2) 和 BG. 3). 


图 1.21 de Bruijn 图 BC(2,1),B(2,2) 和 BC2,3) 
由 定义 立即 知 B(qd,n) 中 无 平行 边 ,而 且 VCBC 00 roo 5S ^ REL OS 
0,1,…,{g 一 1) 的 # 维 向 量 一 一 对 应 ,而 后 者 恰 有 让 A HV Bd nD Sd". 
任 取 x 二 x VCBCd n), Bideo Ph r HERRIEN 
Ei (x)= {xx ra aE (0,1, (d—1)}; 
以 工 为 终点 的 边 集 为 
Es (r) = {fr xz äu- £a: BE (0,1, (de—1)}. 


36 PHIE RC BE FH 


所 以 di (x)= | E$ (1) | —d7—|Es GO |—ds (x). 
H r€VGOG M EEN Biden d 正则 有 向 图 . 由 定理 1.1 有 
, elBid n) )=dd"=d"*!, 
YE rSn M y= yy Yn Æ B GL 2 PAIS [e] PA TL . D] 
Cr axsttt. v ELX Enyi KaKa X&Ya Yn 
Eni Enyi" YIP Layi Y2" Ya- Ynis Y1Y2 Ya) 
是 Bid n) H—2& r $8 y 的 有 向 链 . 故 Bd, o EER. 所 以 由 定理 1.5 知 
B(d,n)& Euler Él. 取 BCd ,mrn—4& Euler 有 向 回 Cai sarsar), EP 
a; Bd wii. 取 每 条 边 标号 的 第 一 个 数字 按 该 边 在 C 中 的 顺序 排 成 的 序 
列 ， 
M(d,m —Gi x; xi xin) 
称 为 de Bruijn 序列 . 以 Med, m) ABI AEREA HE Gc TR ACE: 
都 是 BC(d,n) 中 一 条 边 上 的 标号 ,例如 ,图 1 21 所 示 的 B(2,3) 中 Euler 有 向 回 
C— (aiia; ,oa16); 取 每 条 边 标号 第 一 个 数字 构成 的 de Bruijn 序列 为 
M(2,3) —(0000111100101101). 
以 M(2,3) 为 循环 节 的 循环 序列 为 
**00001111001011010000111100101101---. 

de Pruijn 序列 在 编码 及 计算 机 磁 误 设计 中 非常 有 用 . 

例如 ,一 个 正在 旋转 的 计算 机 磁 鼓 的 位 置 是 通过 磁 就 表面 上 个 电 触 点 所 
产生 的 二 元 信号 来 识别 的 .这 个 表面 被 分 成 2^ 段 , 每 段 由 绝缘 体 或 者 由 导体 材 
料 组 成 . 绝缘 段 给 出 信号 0( 设 有 电流 ), 导 通 段 给 出 信和 号 1( 有 电流 ). 例如 , 妆 = 
一 4 时 , 磁 鼓 表面 (2 一 )16 段 给 出 的 数字 序列 就 是 de Bruijn 序列 M(2,3》.。 当 
磁 鼓 旋转 时 ,这 16 位 数字 就 构成 无 限 循环 序列 . 鼓 轮 的 16 个 不 同位 置 能 够 由 4 
个 电 触 点 把 它们 区 曾 开 来 . [1 


j H 


1.7.1 证 明 : El GA DÆ Euler ASG 芒 是 连通 的 而 且 能 分 解 成 若干 条 边 不 交 力 
(或 有 向 图 ) 之 并 . 
1.7.2 设 D REMEE 2, | d(x) 一 —das()| = 2, Hp £221. 证 明 ; ECD) 有 划分 ED) 


=A UEU- .UE f DLE — Ret nii 1,2,*4,D. 

1.7.3 Wt DEEP x y€ VG d$ GO) — dp G2 —[9dp Cn — dh (y), HAHEN «EV 
{x;y} 均 为 平衡 点 . 证 明 : D 中 至 少 含有 / RTZ x 到 y 的 有 向 路 ， 

1.7.4 WEB]. GHEHE D MZ YEV Ý di da Ce) | il. 

1.7.5 (aMEBH it DEAA. 若 对 任何 EVDAR di GO —ds o| S1 且 对 任何 a 
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EELD) 均 会 在 奇数 条 有 向 圈 中 , 则 DD 是 Euler 图 . 


Cb) 举例 说 明 (a) 中 首 命题 不 真 . 


(OER: 连通 图 GG 是 Euler ASG 的 每 条 边 都 包含 在 奇数 条 圈 中 . 


1.8 Hamilton 图 


包含 G( 或 DD) 中 每 个 顶点 的 圈 ( 或 有 向 圈 ) 称 为 Hamilton 圈 ( 或 Hamilton 有 
f BD. 显然 ,完全 图 K, 必 会 Hamilton 图， 由 定理 1. 3 知 , 强 连通 的 竞赛 图 必 会 


有 Hamilton 有 向 图 


. ' Hamilton MHLE Hamilton 有 向 图 的 有 问 图 


统称 为 Hamilton 图 .不 含 Hamilton 图 的 图 称 为 非 Hamilton Bd. 判断 一 个 给 定 
的 图 是 否 是 Hamilton 图 的 问题 称 为 Hamilton 问题 . 

Hamilton 问题 是 从 所 谓 的 “周游 世界 问题 ”的 游戏 中 提出 来 的 ，1856 年 , 著 
名 的 爱尔兰 数学 家 Sir William Hamilton(1805 一 1865) 设 计 了 一 个 游戏 :给 定 世 
界 上 20 个 城市 ,用 一 个 代表 地 球 的 十 二 面体 的 20 
个 顶点 分 别 代表 这 20 个 城市 . 从 某 一 顶点 出 发 ， 
沿 着 十 二 面体 的 楼 ,经 过 每 个 顶点 怡 好 1 次 ,最 后 
回 到 出 发 点 . 这 个 问题 归结 为 在 图 1. 22 所 示 的 图 
中 寻找 一 条 Hamilton 圈 ， 这 条 图 是 存在 的 ,如 图 


1. 22 中 粗 边 所 示 . 


谈 到 Hamilton 间 题 ,几乎 所 有 的 图 论 教科 书 


都 所 到 Hamilton 这 个 游戏 ， 
非 Hamilton 图 确实 存在 . 


图 1. 22 

例 1. 8. 1 Petersen 图 是 非 
Hamilton 图 . 

证 明 设 Petersen 图 G( 如 图 1. 
23 所 示 ) 是 Hamilton H. 令 边 子 集 
T— (16,27,38,49,50), 0] G— T Æ 
jExE x& P. Br LA. G 中 任何 一 条 
Hamilton 圈 必 会 了 中 侦 条 边 . 容易 
看 出 , 若 某 圈 只 会 工 中 两 条 边 , Mi 
图 必 不 是 Hamilton Bl. FE G 中 每 
条 Hamilton 圈 必 会 了 中 4 条 边 , 不 
d CERA 27,38,49,50 而 
TE 16d) Hamilton BH. 则 C 4x 
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31 12.15.68,69,Jt H1 23,45 必 不 在 C 中. 由 于 顶点 3 和 4 在 忆 中 ,所 以 边 34 
qi Cr. 于 是 边 集 {134,49,96,68,83} 构 成 一 条 图 且 含 在 C 中 , 这 不 可 能 . 因 
而 Petersen 图 是 非 Hamilton £8. o 

Hamilton 问题 目前 尚未 解决 事实 上 , 它 是 图 论 中 尚未 解决 的 主要 难题 之 
一 , 本 节 介 绍 若干 必要 (但 不 是 充分 ) 条 件 和 若干 充分 (但 不 是 必要 ) 条 件 . 

首先 介绍 必要 条 件 . 由 定义 ,立即 得 到 一 个 简单 而 又 非常 重要 的 必要 条 件 ; 
Hamilton 有 向 图 必 是 强 连 通 的 ;Hamilton 无 向 图 必 无 割 点 (习题 1 8. 15. 

定理 1.6 设 G 是 Hamiilton 图 , 则 

wlG—S)EIS|, VSCV(O. 
证 了 明 设 C 是 G 中 一 条 Hamilton 圈 , 则 
eC—SM|S|, VSCV(O-V(G». 
由 于 C 一 S 是 G 一 $ 的 支撑 子 图 ,所 以 
e(G—S)Ew(C—Sx|S|, YSCVCG). Li 

车 取 SCV(G) 使 |S| 二 1, 则 立即 有 

jitib 1.6.1 每 个 Hamilton 图 都 无 基点 . 

推论 1,6,2 ST 2 部 分 图 是 非 Hamilton E. 

证 明 : - 设 G 是 2 部 划分 为 {X,Y 了} 的 奇 阶 2 部 分 图 , 则 | 义 | 关 |Y|. 不 妨 设 | 
X| 过 |Y1, 于 是 

e(G— X) -|Y||XI, 

不 满足 定理 1.6 中 的 必要 条 件 . 所 以 G 是 非 Hamilton 图 . oO 

01.8.2 考察 图 1.24 中 所 示 的 图 . $ S= ro xe x) WA e (G— S) —4 
>3=|S|. HM 1.6 A G 4E Hamilton 图 . 


图 1.24 
然而 ,定理 1. 6 中 的 条 件 不 是 充分 的 ， 例 如 Petersen A G. 任 取 SCV(OD, 
不 难 验 证 : 
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M|SIx2 Bf u(G—S) —1« Sl; 

MIS|-—3HB E uG—s)x2«|S|: 

当 |Si 二 4 时 ,有 w(G 一 S) 志 3<<|S|; 

当 |SI 之 5 时 ,有 u(G—S)x5x|Sl. 

所 以 Petersen 图 满足 定理 1. 6 中 的 条 件 ,但 由 例 1. 8. 1 知 Petersen 图 是 非 
Hamilton 图 . [] 

下 面 介绍 Hamilton 图 的 充分 条 件 ， 由 于 环 和 平行 边 不 影响 图 中 Hamilton 
图 的 存在 性 ,所 以 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 只 考虑 简单 图 . 

定理 1.7(Ore,1960) GE DKEA. 若 对 于 G 中 任何 不 相 邻 两 
顶点 x My 158 delr) tde C v. M G Æ Hamilton M. 

WR 

方法 1 《 反 证 法 ) 设 G 是 满足 假定 条 性 的 极 大 非 Hamilton 图 , BI G Ji iif 
足 假定 条 件 的 非 Hamilton 图 , 但 对 G 中 任何 不 相 邻 的 两 项 点 zx 和 yy,，G 十 xy 是 
Hamilton 图 . 由 于 v-3. 所 以 G 是 非 完 全 图 . 

设 x 和 > 是 G 中 不 相 邻 两 顶点 .由 假定 G 十 xy 是 Hamilton H, Km G+ 
zy 中 任何 一 条 Hamilton 图 都 含 边 xy， 因 此 , G 中 含 一 条 连接 x M y 的 Ham 
ilton Ft P. 设 


P-—(CG m) yaraemyaíar—y). 
4 S— (x; CVOP): zri € EQ, Iis 2}, 
T—iz; €V(OP): yx; EEG), 2x1). 
MEF GERI. 所 以 ， 
[S| 2 dc Co, |T| 2dcC52. 
而 且 由 于 yy 不 在 SUT 中 , 所 以 
[SU T[ zv— 1. 
我 们 能 进一步 断定 
[S(1T| 0. 
这 是 因为 , 若 存 在 x; € SCYT Cl 
CS ÈE Eiti s Eitza t aLi Y rE ET) 
E G'rp—2& Hamilton A. FATRA GHEE. TE 
das Go tde = |S| HITI 2|ISUT] — 1. 
矛盾 于 定理 中 假定 的 条 件 . 所 以 ,G 是 Hamilton 图 . 
方法 2 下 面 袖 供 的 论证 方法 对 理解 定理 1.8 的 证 明 是 很 有 用 的 . 
HED jo GARAGALZA. HEC Cn uem AG PAE 
H. PRIE RSV rror. WT GARA, AAE VCR 
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KEPER TERA zt WP. HT CRK, MA n y EOD. 令 
s= ix EV(C) 2 T) ESI c ECG) , TI 一] 
T= (z, EVO: yz, CEG), 2C jh). 


EU ISUTI x. ISP1TI 0. (1.3) 
iEXES.S445:xc€sO0T,W GAM 
C'— Gn Ziti x sY Zis x2 X1) 


且 1C -1C| F1, EF CS KG. 
直 (1,3) 式 ,Xi1 do y ÆC EU E3XCB dcGrfe dcCy i Es 
delr) tde = [SIHITIS SUTIS. (1. 4) 
3—3d4.9 CX HA, HER ER Ey z 和 yz 至 多 有 一 条 存 
Jd. 所 以 mie y JE ROPA AREE deir) da GE 
drli) dg (y) y—k— 1. (1.5) 
由 (1.4) 和 (1.5) 式 ,有 
di Gi) -dc Gy) kd-y—k—1—v—1, 


idOE-HE. XA k=, CAG t Hamilton 图 ， o 
推论 1.7(Dirac,1952) i8 G REL CEDERE ENOM GÆ 
Hamilton Bl. 
证 明 ”这 是 定理 1.7 的 直接 推论 . 口 


ABS C, (之 6 人知, 上 述 两 个 条 件 都 不 是 必要 的 , 这 两 个 充分 条 件 可 以 推 
广 到 有 向 图 上 ,我 们 将 它们 作为 下 列 结果 的 推论 . 

定理 1.8(Bondy & Thomassen;1977) i C- Gn 25 7x4 2i 2 PESE IG 
简单 图 D rH ISI Bl. 着 <y, 则 存在 zEVCD)\ VCO ERE aC [1,8]. 6 
€[1.&—1)ffs 

(iD Cre D EED), 

GD ra 5 x 不 相 邻 ,YiEL1,5j， 

GiD dpGO --dpGr uu )«2y—1—b, # hla tb) Emod £M. 

证 明 令 S—V(OO. B X D 3E SR i iB JE E. C X. Hamilton 图 ,所 以 存在 
Xis Tj ES EE DSN T i; D 中 有 一 条 与 C 边 不 交 的 (zi, 工 ) 路 P. 若 ru , 
Jj P HA 5 E =r, A) PA S. 

情形 1 D'ERA Sp. 

APS (r y yn ASH HP n ES Arsy BADRAS 
路 ,所 以 对 任何 ELl, k] itar 5 x; 都 不 相 邻 ， 于 是 有 

EpL, S] 2. (1.6) 
由 于 口 不 含 S 路 ,所 以 对 性 何 y€ VA S, yr naa yMeCGyu E $5 
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一 条 属于 ECD)， BER Gs yNekyra0£2z—A&TEQOD. 于 是 有 
Eolys iranan IS V y€VX (SUt{x}). (1.7) 
又 显然 有 | Ep zi $]12(8— D. 1.8) 
所 以 由 (1.6)， 1.7) 和 (1,8) 式 有 
dp(x)- dp(Gr. i 2824-2(&— D) -2G—&—1) —2,—2. 

在 此 情形 下 只 须 令 8 一 1 即 有 定理 成 立 . 

情形 2 DASH., 

设 P=t(zr, yp st, Xp XL D 中 使 r 最 小 的 S3. 5C 的 最 长 性 知 rz 
2. & xy. 

9r 的 最 小 性 知 , 对 任何 ic [1,"—1],x 与 Lari ARR. 灵 由 CC 的 最 长 性 
知 , 对 性 何 iE[1,k 一 1]; 边 (zx;,XT) 和 边 (X ,Xi41) 至 多 之 一 在 EC(DD) 中 ,于 是 有 


|Eplx,S) | &&k—r-4-2. (1. 9) 
对 任何 y€ VA S,yzEx, A 4-48 ic[1,7—1],4 
EpL ys Gi) ]€2. (1.10) 


Ah ARAME, rl] it D[S] 中 含有 向 (rot; ,zs) 路 P' ,并 且 
VGP) 9 {rp Tarr Kai rasati 1 Tot}, 
H b d XX ES rat EP 上 ,并 且 |VCP' | -k— rb fe 
| EpL x VP] kr t 61, (1.1D 
| Ep[ x, 4:4 V VCP ]] 26—5— 1). (1.12) 
8. 9),0.10, O0, 1DAeCL 12) 式 有 
dp(x) dp) € G —r4T 2) - — rr b11) 
T-2(r—b—1 42(,—k—1) 
—2y—b—1. [] 
推论 1. 8. 1(Meyniel,1973)  i& D E38 ei (Ej SR FRI. Ex D 中 任何 不 相 邻 
AAA 30 y HA dp G2 d-dpCy)z2y— 1, f D Æ Hamilton 图 . 
推论 1. 8. 2(Ghouila—Houri,1960) ” 设 也 是 强 连 通 简 单 图 ， 若 对 尾 何 C 
V{DD) 均 有 dp Cx). Wi] D Æ Hamilton 图 ， 
推论 1. 8. 3(Nash-Williams, 1969) i& D XE fij & EH 0. — min (6^ (D), 8 


IO». 若 6 之 去 v1, 则 D 是 Hamilton El. 


推论 1.8.4(Camion,1959) 每 个 强 连通 竞赛 图 都 是 Hamilton RB. 

推论 1.8. 5(Woodall,1972) 设 刀 是 简单 图 . 若 对 口中 任何 两 顶点 xz My. 
WE GUY EE(D) 或 者 di (x) 十 4d5 Orv, M D Æ Hamilton 图 . 

推论 1. 8. 6(Rédei, 1934) ”任何 竞赛 图 含 Hamilton 路 . 

上 述 推论 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 (习题 1. 8. 2). 
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3 题 


.8.1 


(auc. UE G t Hamilton E,W G AY ji. 
(bb) 证 明 ; 设 人 是 Hamilton Æ. M D RIRE HI. 
(oj) 证明: 设 避 是 2 部 划分 为 {区 ,Y} 的 2 部 分 图 . G Æ Hamilton E, WX = |Y}. 
CE PAR G0 —- CO BEEXEREUIS C. 
(a) 给 出 推论 1.8.1 至 推论 1. 8. 6 的 证 明 . 
(b) 举 例 说 明 推 论 1.8. 1 中 
GM ue5 Ef LIRE" D Res B "REL; 
GOD Vc53 Bf AR E" 2o 1" mS fe" 292". 
(c) 举 例 说 明 推论 1.8.1 至 1. 8. 6 的 逆 都 不 真 . 
(a) 证 明 ; 若 也 是 强 连 通 简 单 有 向 图 ,v 守 3 H eula 22 t 2. | D 7g Hamilton 
图 . 
《b} 和 构造 一 个 强 连 和 通 非 Hamilton 简单 图 D. (818 £— (— 130—222. 


(a) 证 明 , 若 所 是 以 之 3) 阶 简单 无 向 图 ,月 >a DG—2)-- LU] GY Hamilton 
图 . 
Cb) 构造 一个 非 Hamilton 简单 图 G 使 s 一 去 (一 DC 一 2 十 


简单 图 C 的 闭 包 (closure) 是 指 用 下 述 方法 得 到 的 G 的 简单 母 图 :反复 添加 边 连接 图 
中 其 顶点 度 之 和 不 小 于 * 的 不 相 邻 的 两 顶点 , 坦 到 没有 这 样 的 两 顶点 为 止 .用 EG 
表示 G Ira e. 证 明 (J. A. Bondy &. V. Chvátal, 1974): 

GC D t G 0E— HE ; 

(fS EE G 是 Hamilton ASCE Hamilton 图 ， 

(OEM 1. 7 和 推论 1. 7. 

设 加 是 不 合 割 点 , 且 至 少 有 3 个 顶点 的 简单 图 . 利用 习题 1. 8. 5CDO EB or 对 任何 使 


da Cr y) —2 HAMA x My HA maxi r2 di; Gnzln G Æ Hamilton 图 . 


Gi 4,1984) 

证 明 : 设 各 是 2 88D CX, Y M8 2 SEA RARE XIS IYI nz 2 F GARS PUR 
件 之 一 ; 则 GG 是 Hamilton 图 : 

Ga) do Gr) He do Cy) >n, 对 任何 x X y€ Y zy € EC; 

bel 7 — nt l; 


(o KG. 


CaY ER. D 是 Euler ASL) Æ Hamilton 图 . 
(by 举例 说 明 (a} 中 “=>*” 对 无 向 图 不 真 ， 
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189 设 * 是 正 整数 ,G 是 简单 图 旦 对 任何 不 相 邻 两 顶点 z 和 > Ë de Fdo G0 aH 
D FCEGO H.| F| —. 证 明 : 若 GEFj] 是 点 不 交 路 之 并 , 则 GG 存在 一 条 Hamilton BB C 
{E FEEC). 
1.8.10. 设 避 是 v( 实 3) 的 非 Hamilton 连通 图. WE: EHEAR ATS r y A delr) 
Tdo Sk, W) 各 中 存在 长 至 少 为 下 的 路 . 
1.8.11 证 明 : 下 述 五 问题 等 价 (C, St. J, A. Nash-Williams, 1969) : 
(a) f Hamilton 图 的 无 向 图 的 确定 ; 
(2 & Hamilton 路 的 元 向 图 的 确定 ; 
(cá Hamilton 有 向 图 的 有 向 图 的 确定 ， 
《由 会 Hamilton 有 向 路 的 有 向 图 的 确定 ; 
(oA Hamilton 图 的 2 部 分 图 的 确定 . 


1.9 图 的 矩阵 表示 


设 (V,E, 办 ) 是 一 个 有 向 图 DRAR HVS {rse hE 
—(a5,a: 773a). WI V PERSE 中 元 素 之 间 的 关联 关系 能 够 体现 在 该 图 的 
邻接 矩阵 与 关联 和 矩阵 中 ， 

Eri 45548 PE Cadjacency matrix) 是 指 yXy Krie: 

A-—(aj), 其 中 aj 二 p(x; x), 
这 里 ur; x P RICE ILES. D REL xc; 为 起 点 县 以 xr; 为 终点 的 有 向 边 的 数目 或 者 
无 向 图 G 中 连接 x; Mr 的 边 的 数目 . 有 向 图 D 和 无 向 图 G 的 邻接 矩阵 分 别 记 
为 ACD} 和 ACG). 

显然 ,4(G) 是 对 称 矩 阵 , 而 4CD) 一 般 说 来 不 是 对 称 和 矩阵 , 邻接 矩阵 是 图 的 
另 一 种 表示 形式 ， 图 常 以 这 种 表示 形式 存 贮 于 计算 机 中 . 

图 的 关联 矩阵 (incidence matrix) £&18 v e MER: 

M = (m,(a», 
其 中 xEV,aE€E, 并 且 对 无 环 有 向 图 吕 有 
fl, 4 a r 为 起 点 ， 


mem Ma pr 为 终点 ， 
0, 其 化 ; 
maA GA 
=| 当 a 以 工 为 端点 ， 
mta)= 


e, 其 他 . 
有 向 图 品 和 无 向 图 G 的 关联 窍 阵 分 别 记 为 MD 和 CC)、 
图 的 邻接 矩阵 和 关联 手 阵 在 分 析 图 的 某 些 性 质 时 常常 是 非常 有 用 的 . 以 
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后 ,我 们 将 看 到 ,图 的 矩阵 表示 架 起 了 图 论 与 矩阵 论 之 间 的 桥梁 ， 利 用 这 种 表 
示 , 我 们 可 以 借助 于 矩阵 的 理论 和 分 析 方 法 来 研究 图 论 中 的 问题 . 反之 ,我 们 也 
可 以 惜 助 于 图 的 理论 和 分 析 方 法 来 研究 矩阵 论 中 的 问题 . 

例 1.9,1 图 1.25 和 图 1.26 分 别 给 出 有 向 图 DD 利 无 向 图 G 的 邻接 矩阵 和 
关联 和 矩阵 


D: 
I) G2 o£ Xl Ul 02 GG) 4 45 Q6 
z;10 2 0 0 zi| 1 1 0 0—1-—1 
I2 o D o 0 T? —] —1 —1 0 0 0 
zzl 1 0 1 I o O 1 1 0 1 
z,|1 0 ü 1 X4 0 0 0-—1 1 ô 
ACD) M(D—a:) 
1.25 AAR D AR'EGISEESESEA HIXJBOBREM 
G: 
图 1.26 "IRE G XE BS ABASOEPE ACGHRDESEAEIÉE MG) 
i 设 
1 2 n 
2M 
21 t2 ta 
是 一 个 置换 , 则 由 
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EXHI n 阶 方 阵 P= 二 (p; ) 称 为 置换 方 阵 (permutation matrix). 对 于 无 标号 图 的 
邻接 矩阵 和 关联 矩阵 都 不 是 唯一 的 . 但 任何 两 个 邻接 惩 阵 是 置换 相似 的 ,而 任 
何 两 个 关联 抵 阵 是 重 换 相抵 的 . 

下 面 ,我 们 利用 图 的 邻接 矩阵 来 刻画 图 中 连接 任何 两 顶点 之 间 长 度 为 下 的 
链 的 数目 . 

定理 1.9 I A—-A(D)ZSISIBI D B9 48148 PE , WI] A* 中 的 (i,7) 元 案 是 DD 
PREHR 的 从 zi; 到 zi; 的 有 向 链 的 数目 . 

证 明 Itket 用 归纳 法 . 当 =1 时 ,由 邻接 矩阵 4 一 (es ) 的 定义 知 结论 显 
然 成 立 . 假定 4? 中 性, 让 元 素 as* 79 D PREA G7 D BI Gia ) 链 的 数 
目 , 并 设 a; * 39 A* 中 心力 元 素 , HF ASAA, My 

ap = Da -dj (1.13 
BUT D'PAURTE BEN RB Cx r BERE EIE EDS Ge DI GE Co S) 
再 接 上 形 如 (zzi) 的 边 而 得 到 . 所 以 由 归纳 假设 和 (1, DAA a2" fr EE D 中 


KEH k HG e ) 链 的 数目 . 口 
注 定理 1.9 对 无 向 图 也 是 成 立 的 ,而 且 定 理 中 的 链 不 能 改 为 迹 或 者 路 . 


E] 44 45 4i KE Bo XC XE Ap B Ie E E 95 pe Lo He M pA 8| T 3p € XER. 
节 末 的 习题 中 列举 了 一 些 , 下 面 举 个 例子 ,初学 者 可 以 暂 不 去 读 它 ， 

例 1.9.2 i MAEXSBDIXEZERK,M 是 从 及 TRR i 行 后 
AIHER, A MM 中 所 有 元 素 的 代数 余子 式 都 等 于 de MMAF M 表 
示 i655 LL deM 表示 用 的 行列 式 ， 

证 有 明 A N—MM',3 Bl nu ER N 中,) 门 元康,VCD) 一 {x Ts}， 
hi 

a= [do(z)3 = doln) +dola), — X j—iHh 
TO |> lra) pulena). X jiu, 
其 中 pror AF D PAxx JERAHA AT E HR LNSCR UA S TE 
1. 25 所 示 有 人 向 图 的 关联 矩阵 
1 1 0 0-1-1 
-) -1-1 0 0 0 
0 0 1 1 9 1 
0 0 0-1 1 0 


M= 


我 们 有 
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N=MM"=| 


-1 0-1 2 
d$ NARLA T N ZRH, AAA eA. 因而 客 易 验 
EN PERN 的 代数 余子 式 均 相 等 (习题 1. 9. 5(b)), Ns 表示 ni 的 代数 余子 
A TARH 

N; 5 Nus Ii jy. 
用 mi E MP i Hd X. 于 是 ， 
Gi a; M? ` 


ü 
1 Mya? MM, j 


N= MM! = M" JM” = 


d) 35án 
N; =Ni =de M. Mi). 口 

3A XR E V 一 12vz…z} 的 无 环 无 向 国 扣 的 邻接 矩阵 ,是 个 的 
任何 一 个 定名 图 六 HARKER, BATAAR 0;—do(Gxn98 v SpSEÉ PELEAS 
验证 (习题 ], 9. 5(20) 

MMT = B— A. 

由 例 1. 9. 2 4e. MM 中 任何 元 素 的 代数 余子 式 均 相 等 ,其 值 为 det 
MM). ik AME DOR, G) 中 一 个 非 常 重要 的 不 变量 ， 这 个 不 变量 究竟 是 什 
么 ? 我 们 将 在 2.4 节 中 明白 这 一 点 . 


习 题 


19.1 瑟 出 下 列 有 向 图 上 DD 和 它 的 基础 图 G 的 分 接 逢 阵 和 关联 矩阵 . 


(习题 1. 9.1) 
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1.9.2 


1.9.3 


1.9.4 


1,9.5 


1.9.6 


设 4 是 邻接 矩阵 . [a]. 

(a) A 的 行 和 与 列 和 各 家 示 什么 ? 

(b) 4 中 所 有 元 素 之 和 表示 什么 ? 

di M EXRER. ES: 

(a) M CD) 中 第 i 行 正 元 宗之 和 为 dj Cr), m fh 75 X& 228 I dn Ges 
前 (G) 中 第 1 行 元 素 之 和 为 de Gn 

(2 MDAA F MOITA 2; 

(c) rank MD) Syw. 

Mj 
(b MM 置换 相抵 于 (0 
RANDHA. 证 明 ， 


O A; 
c» 和 置换 相似 于 ( 。 "U)epcko zm: 


0 
M. JeDa OMER. 


An 


o 4 置换 相似 于 ( 


o Li É 
N Jen G) 非 连通 ， 


Án Åz 
co AmRntrT( "enden, 


22 

(d A EUBIUF E— fRABERD S HEHEZZ WA a 

(e) D'RIEXGIT-AT-A? AC 170; 

(D D DPn ERARA. A 0 fip d RED (0 6. 
BGEXSXIBB.VGO-U: mol DAE GBIEGE—T3EIEE.M E D 
关联 矩阵 sÅ 是 G edi „B EHAE b; din) 的 v 阶 对 角 方 阵 . 

Ca) uEBH ; MM! —B— A. 
(b) UE] MM? 中 每 个 元 寄 的 代数 余子 式 都 相等 . 
《ec 对 习题 1. 9. 1 中 图 ,验证 (a) 中 结论 并 且 求 出 MM" 中 (1,1) 元 素 的 代数 余子 式 的 
值 ( 其 值 为 66). 
设 丰 为 有 向 图 品 BUSRSHEOR EE Ev 阶 单位 方 阵 . 多项式 
P5) = derta — A) = Y t a7 d 7 ead: 6 
称 为 了 的 特征 多 项 式 ; Poa RRA D HREM. 


<> NA 


C385 1.9.6) 
(a) 求 下 列 两 个 图 的 特征 多 项 式 ( 均 为 *} 和 特征 根 . 
《b) 证 明 ， 
a= P CID, Riese 


HEN 
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1.9.7 


1.9.8 


1.9.9 
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dtp o6 FE ILES D 中 阶 1 EMTA. (M. Milic (1964),H. Sachs (1964)， 
L. Spialter (1964)) 

CHER LUE A 2s 2A, EA HE D 的 特征 根 , 则 
(加 十 入 十 十 和 = 一; 

(D DD 中 长 度 为 & EFL FL PETERE HAA B I ADD. 

(d) 根 据 和 矩阵 论 的 Perron-Frobenius 定理 (参见 李 乔 (1988) , P. 71) . HE MERE A 
总 有 一 个 非 负 特征 根 X 使 得 对 4 的 任何 特征 根 > 均 有 1r| 委 xi 而 且 对 应 一 个 非 负 
特征 向 量 ” 这 样 的 特征 根 4 称 为 A 的 最 大 特征 根 . 设 4 是 有 向 图 DD 的 最 大 特征 
TR. 证明: 

(D gt CD ASA! (D, HF (DIAEA G»D, 
TH. ERA Sg re 是 正则 图 . 
GD 若 五 强 连通 且 ) 一 8# (OD) GR 87 (2 xt (Ef] zc VCDO PR d$ le) =A 
GR do (2 =NH H. A 的 重 数 是 1. 

OER: A GEk 正则 无 向 图 , 则 起 是 G6 的 特征 根 ,而 且 对 刁 B FETRTIHIERR A 均 有 1X 
| Sh. 

WOR A RABA D. 的 邻接 矩阵 ,证明 ;存在 多 项 式 ptx) 使 得 

—pOO € 是 强 连 通 正则 图 ,其 中 了 为 全 1 和 矩阵. 

(bi C, En Br TE BB LA d C, REER. 求 出 多 项 式 pO E =A), 

证 明 ( 和 参见 习题 1, 5. 100 : 

《a) 设 刀 是 直径 为 了 的 强 连通 有 向 图 ， 若 422 R.A— max(A* (DA (D) 22, A v 
(DKA HAT HA HA; C. Plesnik & S. Znám (1974) 和 W. G. Bridges & 
S. Touge (1980)) 

(b) 设 G 是 直径 为 2 的 无 向 图 . 车 A—4(06)7:2,3.7 或 57, 则 OG SUN. (A. J. 
Hoffman & R, R Singleton (1960)? 

R G Er MAALAA, VOS Gn ,… ,x,}, 和 为 G RRE, B 是 对 角 元 素 b= 

detz 的 y 阶 对 角 方 阵 , 令 A* —B—4A. 证明: 

(a) A* 是 半 正 定 和 矩阵， 

(b) G 是 连通 的 和 rank A* =— 1. (D, Raghavareo, 1977) 


hif FH 


1.10 本 原 方 阵 的 本 原 指数 


每 个 元 素 都 非 负 的 矩阵 称 为 非 负 和 矩阵 (nonmmegative matrix). PAR E £577 PE 
的 应 用 日 益 扩 展 , 它 的 基本 特征 已 认为 是 矩阵 理论 的 经 典 内 容 之 一 . 本 节 考 虑 非 
负 方 阵 的 一 个 重要 组 全 性质 一 一 本 原 性 .考察 下 列 3 阶 非 负 方 阵 : 
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e. o O n 


图 1.27 (0, DERE A ACERA mE DCA) 


111 I 2 2 2 
1101 
1100 
111 1 
BALA 中 每 个 元 素 都 大 于 零 . 

nn 阶 非 负 方 阵 A 称 为 本 原 的 (primitive) , 如果 存 在 正 整数 使 4+ 的 每 个 元 
素 都 为 正 数 ( 记 为 4 汪 0), 使 >0 成 立 的 最 小 上 称 为 4 的 本 原 指 数 (primitive 
exponent) , 记 为 YC4). 

例如 ,上 述 方 阵 B 不 是 本 原 的 ,而 图 1. 27 所 示 的 矩阵 4 是 本 原 的 ,并 且 y7 
(A)—3. 

HF n BrdEfR Jr Bk EU 27 个 不 同 的 零 位 模式 ,所 以 由 全 体 = 阶 本 原 方 阵 的 
本 原 指数 所 组 成 的 正 整 数 集 巨 , 是 有 限 集 ，Wielandt(1950)? 指 出 ,这 个 有 限 集 的 
上 确 界 是 (x 一 1)? 十 1, 令 人 十 分 惊奇 的 是 ,这 个 纯粹 矩阵 理论 的 结果 却 可 以 归 
结 为 图 论 结果 的 一 个 直接 推论 . 

由 于 本 原 方 阵 的 本 原 性 及 其 本 原 指数 只 与 方 阵 的 零 元 素 位 置 分 布 有 关 , 而 
与 非 零 元 素 的 具体 数值 无 关 . 所 以 我 们 可 以 假设 所 有 非 零 元 素 均 为 1, 即 所 请 的 
(0,1) 方 阵 . 

有 向 图 是 研究 (0,1) 方 阵 组 合 结构 的 最 有 力 工具 ， 事 实 上 ,在 1. 9 节 我 们 已 
看 到 ,任何 无 平行 边 有 向 图 的 邻接 矩阵 都 是 (0,1) 方 阵 . EZ TERI n BEC, 
1) 方 阵 有 4, 总 存在 一 个 n 阶 元 平行 边 有 向 图 DD ERREA DSA. 

fitnt A-— (lay) 是 nt 阶 (0,1) 方 阵 ， 构 作 有 向 图 DD=D(4)= (VCD),E 
(DDAF: 


1 
x- 2211 
1111[ 
2212 


ViD)— (n s X29 ns tror) EED Oa —1. 
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显然 DD 是 无 平行 边 的 有 向 图 而 且 以 A DURLABEEAR E A (DO. DEDA RA 
A 的 伴随 有 向 图 (Cassociated digraph) (ILE 1. 27). 因此 ,rn fr CO, DZr PE A 5n Bt 
无 平行 边 的 有 向 图 D—DCA)——X s. 

zi A 是 本 原 方 阵 , 则 DCA) 称 为 本 原 有 向 图 (primitive digraph)， 换 言 之 ,有 
向 图 号 称 为 本 原 的 ,如 果 D 的 邻接 和 矩阵 4 是 本 原 的 . 7(4) 称 为 卫 的 本 原 指 数 ， 
WH yD), XFO DFR A 的 本 原 性 及 其 本 原 指数 的 研究 就 可 以 转化 为 研究 
有 向 图 中 (4) 的 本 原 性 及 其 本 原 指数 这 样 一 个 等 价 的 图 论 问题 了 . 

对 于 一 般 的 有 向 图 口 , 它 的 本 原件 及 其 本 原 指数 Y(D) 的 确定 一 般 说 来 并 不 
容易 . 但 若 已 知 隔 是 本 原 的 ,确定 Y(D) 的 一 个 比较 好 的 上 界 是 很 容易 的 . 为 此 
先 给 出 有 向 图 为 本 原 的 一 个 充分 必要 条 件 . 

定理 1. 10(Rosenblatt,1957) AAA D E KI CA D. 为 强 连通 的 而 且 了 D 
中 所 有 不 司 的 有 向 图 长 度 /; 所 构成 的 正 整 数 集 (1 ,4 ,… ,4.) 的 最 大 公约 数 为 二 
B g. c. dii 4o 421. 

证 明 (>) 因为 DD 是 本 原 的 合 D Iq uBE A 是 本 原 的 ,所 以 存在 正 整 
3X k EA >O 由 定理 1.3 知 ,对 于 五 中 任何 两 顶点 zi 和 xz， DD 中 存在 一 条 长 
ROSE 的 fr， ,Xj) 链 ,也 存在 一 条 长 度 为 k Bor; "x; ) FE. 因而 D 是 强 连 通 的 ， 

设 xx, 是 也 中 任意 两 顶点 . Wax) EED. AFD 中 存在 长 度 为 
k 的 (zs x; Wa , 于 是 (x; T UW 就 是 D HREAG) HJ Cx; c; 25. TF 
别 , 对 任何 x; C VOD. D 中 存在 长 度 为 & AHDI Gri c 

由 于 D 中 征 何 Cx; e W RATARA RAZI i Wi 的 长 度 必 是 g. c. d 
(2 的 倍数 ,因而 二 和 全 十 1) 均 是 区 c. dCl 15 LOB = (6 - 
1) —& 1, g. c. dA 0 LOB PE. BUR g. c dl) 一 | 

充分 性 的 征明 要 用 到 数论 中 的 所 谓 Frobenius 集 和 Frobenius 数 ， 

X monoton 是 一 组 正 整 数 . 下 列 数 集 称 为 Frobenius 集 : 

Fimma no S= ign tan tetan: z WARREN. 

Schur 引 理 Æ g. c. dm or n — 1, MFE ER n 使 对 所 有 的 整数 
nen, 均 有 nE Fim sns sn) 

W G6 RSn tm ttn. E F g e dGn noon) 1. A A FEE 
ACREA Amor 使 得 

zin xm 十 … Hzn = L 
从 而 存在 整数 c —0,1,-,R—1,;—1,2,--,D48 4E 
Ca T Cort dot Ren; Si, i—0,10,—.R— 1. 
e K = max(|e;]: Oz; G R— 1.1 & j « 1), 
并 邻 n SKR, 35 nm 时, 记 
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n—qR-r, (Ox;r« R—l,qzK 


则 n= R+ Yn, = Y ate, 
由 于 a> K> lel GZ bi. ED 
所 以 ;4 十 号 之 0 P nE F On v 7). L] 


满足 Schur 引 理 中 条 件 的 最 小 整数 n 称 为 Frobenius 数 , 记 为 p(n ms, 

m). Frobenius 数 的 确定 是 个 困难 的 问题 . 不 过 ,我 们 能 容易 证 明 
gn am) = (m — On — 1). 

证 阴 DEHE pim mz DGOpi 7D. E E Schur 32TA O 

— limn D lE Fimm). Rift fal HEK z fo zs 使 
(nu — l)la —1)— 1 = tim F zr, 
Pp (m — la — m = nm E zii. (1.14) 
TX Lz: — Gu — 1) ]n; = 0€mod m). 
由 于 g. c dlia smd =l, S) 
z: = (n; — D Gnod m? 

由 于 之 0; 所 以 mem; —1. WO. ORRE ata ikW Auc. 
X oon mz 15 1. 

GDE plm m Sm D) — D. AA g cdm m) — 1, FE FEE 
数 p,Os pem liE 

pu; = Gu — D (mod n). 
HF opmzz0,)[YA pulmo l, COR (dedil 4t oq RA 
paco 一 1) = qn. 
因此 Gu — Din — D= Gi —1— fon; + n; - im — D 
= Gu —1— p)m tgu € FO m). 

KA oon mox On 7 D On 1). 
EODD, REAT On 052 — 6G 1909 — D. L1 

下 面 给 出 定理 1, 10 的 充分 性 证 明 ， 

(<)? 设 厂 是 满足 定理 条 件 的 有 向 图 . 为 证 明 D 是 本 原 的 ,由 本 原 定 义 和 定 
BE 1.9, 我 们 只 须 证 明 ; 存 在 正 整数 & 并 且 对 于 DD 中 任意 两 顶点 (不 必 相 异 )z 和 
y ;存在 一 条 长 度 为 上 的 (r,y) 链 ， 

icy ED RERAMA BERA D PRAMA G, yW, (由 例 
1. 5. 5 或 者 习题 1. 5. 2 知 这 条 有 向 链 是 存在 的 ) ,并 记 Wo BRER day. 

由 于 Ws 会 DD 中 所 有 顶点 ,所 以 它 与 口中 所 有 有 向 圈 都 有 公共 项 点 . 因此 ， 
在 WW 中 添加 尾 意 若 干 条 有 向 圈 的 任意 若干 次 后 仍 是 一 条 (x,y) 链 . 于 是 , 若 > 
€ FG B v OLI day tr 也 是 DD 中 某 条 (tz,y) 链 的 长 度 . 由 于 区 e d sks 
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7S4) 1 PFU R Schur 引 理 知 plih ,ls,*… i OE. 取 
k 一 max{d n 3 了 7 € VCOD)) Th do sth. 
则 对 DD 中 任意 两 顶点 x Ay PR 
EZ d, Mg das). 
邻 k= dy tr, Arp rem ohh 
则 由 plii Lb n LOB SD r€ FCh bL. 册 此 知 DD 中 存在 长 度 为 天 的 
tr. yt. 

由 于 工 和 y KHERA 与 x Ay 的 选取 无 关 , 所 以 对 于 DD 中 每 个 厌 点 有 
序 对 (x,y) ,DD 中 存在 长 度 为 的 (x,y) 的 链 . 因此 D 是 本 原 的 . O 

推论 1.10.1 设 马 是 nt 之 2) 阶 本 原 有 向 图 , 则 D 中 必 含 有 长 度 小 于 的 
有 向 图 . 

WR hT DEFRA, Pidh l. 10 知 吕 是 强 连 通 的 . 因此 对 于 上 
中 任何 两 顶点 x RI y D PEE 308i P aCy,2288 Q,PUQ PRISES, 车 DD 
RARA HAREE 1; — 5 — nn WI gc d( 44s LO m nz2. FEE 
38 1.10. 故 也 中 必 合 有 长 度 小 于 x 的 有 向 图 . 0 

Hit 1.10.2 设 T €n 阶 竞赛 图 , £T, 是 本 原 的 , 则 T, 是 强 连 通 的 且 n 
Z4. 反之 , 共 Ttn 之 4) 是 强 连 通 的 , 则 工 , 是 本 原 的 ,而 且 YCT,)==9,y(T,)<n 
T 2.nz5. 

证 阴 it T, 是 本 原 的 , 则 由 定理 1. 10 知 T, 是 强 连 通 的 ,因此 22-3, 但 强 
连通 的 T, 是 一 条 长 度 为 3 WAHE. Khil 10. 1 知 其 不 是 本 原 的 ,所 以 
之 4. 

反之 , 设 Tln 之 4) 是 强 连 通 的 . 如 果 ”一 4 那么 在 同 构 总 义 下 , 强 连通 的 4 
阶 竞赛 图 只 有 一 个 (参见 图 1. 5 所 示 )， 容 易 验 证 (习题 1, 10. DEKRER 
本 原 的 是 Y( Ti) 二 9. 

34 2225 时 , 则 由 推论 1, 3 和 定理 1. 9 An T, 的 邻接 矩阵 4 MEA DoH 
中 a=d(T,), 因 市 T, 是 本 原 的 ， 由 于 dSn l, AA yT Sdt nt. 口 

ik 在 习题 1. 10. 3 中 我 们 将 看 到 ,存在 T, O25 8 y CT.) n 2. 事实 
上 ,Moon 和 Pallman(1967) BE: 34 2277 时 ,对 于 [3,n 十 2] 中 任何 整数 , 存 
E T, y T =EL IRL. 10. 4). 

定理 1. 11 (Dulmage & Mendelsohn,1967) i& D Æ nap 0mm 
图 且 含 有 长 度 为 * 的 有 向 圈 , 则 

yCD) xi n 4- s(n — 2). 

证 明 izaA EDRR. SEE A"UC0 79 0, 由 定理 1.9, 我 们 只 需 证 明 

对 口中 任意 顶点 有 序 对 (xz;,T;)， 了 中 存在 长 度 恰 为 ?十 sn 一切 的 (ziyz) 链 . 
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设 C 是 D 中 长 度 为 ; WAHA. 由 于 和 4 是 本 原 的 ,所 以 万 和 了 := DA 都 
是 强 连通 的 . 注意 VOD —VOD Go 3) EEDS EM 1, 90D 中 含 长 度 为 
s BgGo 248. 所 以 对 任何 xz 二 VCC) E D^ 中 有 环 . 因而 在 四 中 必 存 在 长 度 丛 
为 (x 一 上 的 (zi yx;) 链 , 即 DD 中 存在 长 度 怡 为 s(n 一 了 的 (zx)) 链 , 记 为 Wy. 

FLEVO, WRM x; 出 发 沿 C 正 向 走 (n 一 s) 步 到 达 的 顶点 为 x € V 
(CC) 3Figix E BERE GQL— 0488 Gr, x REX Cu. TE, CO DW, 就 是 D PRE 
Te» 

GQr—s)d-s(8—1) nd s(n—2) 
BU Cx; a; 8E. 

z Xj V(O) Du Xi 到 C 的 最 短 (x; yx P P; ;其 中 z,€V(C). 设 P, 的 长 
BE LM ISSS 再 设 从 xp 出 发 沾 忆 正和 疝 未 (mn 一 一) 步 到 达 的 顶点 为 叉 
EVO ,并 记 这 条 长 度 为 (x 一 ;一 站 的 (zr,z) 链 为 Cx， 于 是 ,Pu 四 Cs PDW, 就 
是 DD 中 长 度 怡 为 

Itas D. sG—1) 24-572) 
Bi Cr; c; MEE. SERERE. L1 
推论 1.11 (Wielandt 定理 ) — i A En C D BEL Bc UU 
YU x Qi— 1X +L. 

证 明 因为 4 是 本 原 的 后 4 的 伴随 有 疝 图 Di) 是 本 党 的 ， 由 推论 1. 10. 1 
Al D(A&) 中 必 有 长 度 小 于 的 有 向 图 . 3C AED IPEA s — 1 KA mH. 
由 定理 1.11 有 

yA) = yCDO xi nc Or—1)(n—2) 
= (n—1»Y-41. J 

Dulmage & Mendelsohn (1967) 已 证 明了 AOR EE O7 12? F1 可 以 达 
到 ( 见 下 面 例子 1. 10. D. 

4 E,—(yCAYA En MEADE W, i1 7-13£HiDa d] 表示 [a， 
0 内 的 整数 集 . 由 推论 1.11 p E,C[1,W, ". Dulmage & Mendelsohn(1964) 
首先 证 明 Ez L1.W. P. % 阶 本 谨 方 阵 的 本 原 指 数 在 E, 中 的 分 布 问题 可 参见 李 
Jr FUSE EC1988) Ba ERR 3E. 作为 例子 ,我 们 确定 两 个 矩阵 的 本 原 指数 ， 

Bi 1.10.1 à 


0 1 Q 0 uU 
0 0 1 Q 0 
0 1 
n » a= (° 1) 
(2-2) 1 1 
0 0 0 0 
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则 yCA,2—G—1?* 3-1. 

证 明 设 DD A. 的 伴随 有 向 图 D(A,), 如 图 1. 28 所 示 . 因为 Di 中 含有 
一 条 经 过 每 个 顶点 的 有 向 圈 , 所 以 D 是 强 连通 的 . 又 因为 D, 中 仅 会 一 条 长 度 
为 4 的 有 向 圈 和 一 条 长 度 为 (n 一 1) 的 有 向 圈 , 并 且 g. c. dé 2à— D —1. BEDA ER 
定理 1, 10 知 D, 是 本 原 的 . 由 推论 i.11 知 YDi) 志 (mn 一 1)! 十 1. 下 面 证 明 

yGA) > GQ— 1» +1. 

BW ED; 中 一 条 长 度 大 于 08]Gs ,xri) 闭 链 . 显然 ,W Eth Di 中 若干 条 
有 向 圈 合 并 而 成 ， 由 于 Ds 中 仅 舍 一 条 长 度 为 n 的 有 向 圈 和 一 条 不 含 41 且 长 度 
为 (x 一 1) 的 有 向 圈 ， dn Mb E W BER: 必 为 

i—n-—zncezoan—10D, 其 中 ms 为 非 负 整数 ， 


Ce 


7 DCA,) ,nze3 —DG:;) 
图 1.28 
因为 nantzen D EFln,n—1), H plnsn—1)—1é F(n,n—1) ,所 以 D, 中 不 
存在 长 度 为 (x 十 gln,n 一 1) 一 1) 的 有 向 人 xi n ) 闭 链 . k 
YD) n+ plnn— 1) 
= a+ (n— l)ín— Z2) 


= (n—1) 1. [- 
$/|1.10.2 ix 
0 0 0 0 0 
0 0 1 0:00 0 1 1 
Á: = ( ) 
0 0 0 1 0 0 0 l 1 
一 PM (0 1 0 
(nA) 
0 0 0 0 0 1 0 4 一 |1 0 1j, 
1 00 0 0 0 1 110 
1 10 0-0 0 0, 


则 yA, D) — O-— 1. 
证 明 X D: 79 A, 的 伴随 有 向 图 已 (4.) ,如 图 1.29 所 示 . 因为 D» 中 含有 
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一 条 经 过 每 个 顶点 的 有 向 圈 , 所 以 D 是 强 连通 的 ,而 且 D» 中 仅 含 3 条 有 向 图 ， 
其 中 一 条 长 度 为 2, 另 两 条 长 度 为 x 一 1 由 于 gc dln,w 一 1) 二 1, 所 以 D, 是 本 


A Xx DADA} 


D;*(D(A ),nz4 D;-D(Ay) 


1. 28 
te a..y€ VOX) e P „Æ D; "ds Ge yK AA Py 的 长 度 为 d n- M 
dy Snl. BET D: 中 任何 顶点 既 含 在 长 度 为 关 的 让 向 圈 中 .又 含 在 长 度 为 (z> 
一 1) 的 有 向 轿 中 ,所 以 在 已 , 土 添 加 若干 条 长 度 为 2 的 有 向 圈 和 长 度 为 (一 1) 
的 有 向 图 后 仍 基 一 条 (x,y) 链 . 故 对 任意 整数 >E FO — D D; 中 存在 一 条 长 
EH da DW yn. 令 
g= gin —12 o n—1—4,. 
由 于 q = gin.n— D-En—1—d., > gíin.n—D, 
所 以 9€ Fln,n 一 1), 于 是 D; "PERIERE 
day Hg = plnn—1)+n—l1 
的 (z,7) 链 ， 由 y 的 任意 人 性, 即 有 
YO x gGrsn— 1) + in— 1) = (1— 1», 
另 一 方面 ,Dz 中 (ri ;tn) 路 已 是 唯一 的 ,其 长 度 为 (n 一 1). 所 以 ,Dz 中 任何 
一 条 (mm e ERRE i 均 可 以 表示 为 
1 二 nn 一 1 十 r， 其 中 x E Fn 一 1), 
由 于 oGin—1)—1€ Fo.n—1.B LI D, 中 不 存在 长 度 为 4 一 1 十 pln,n 一 1) 一 
1 的 有 向 链 , 即 


KD) > g(n,n — D d-2—1 — (nr 1). [] 
E H n=}. D 即 为 图 1.5 所 示 的 4 阶 强 连 道 竞赛 图 五 ,因而 YC(T) 一 
9C 5,23 9E 1, 10, 1). 


1.10.2 


1.10. 3 


1. 10. 4 


图 论 及 其 应 用 


m 
设 0100 0100 
Ac 010 pg. 919 
0001 1001 
1000 1100 
(a) 画 出 4 和 吾 的 伴随 有 向 图 了 D. 
Cb EHE A RERA E, m BEARDE yS. 
证 明 ， 
(a) 含 环 的 强 连通 有 向 图 必 是 本 原 的 ; 
Cb) 每 个 顶点 都 有 环 的 强 连通 有 向 图 DD 有 y(tDI<d(D). 
设 o 0 1 1 1 1 1 1 11 
1 0 0 1 1 1 1 1 1| 
0 1 00 1 1 1 1 1 
A-|0 0 1 0 0 1 1 1 1 
0 0 9 0 0 Q0 0 0 
0.0000 Q0 0 1 0 


是 nCESNEO.)J ER. HEB: yCA) =at. 

H T, En CO Eae. 证明， 

(a) TOAL, 2; 

(b) 24 5:6, M y T3; 

CR ASAT AE Ts f£ yT) =k; 

GO E 4x kx. 8, MAE Ts E y T. =k; 

(e) 设 nze5, E 3a 2. 若 存 在 工 B YCT O =k, WEE T By CT =k, tE 
THE Ta dii yCI )=& 十 1; 

(DOSE n7 B Aant MAE T. fl y CT.) —5. 

n Bir Ek A 称 为 可 约 的 (redurible) ,如 果 存 在 置换 方 阵 P 使 


T Án O 
PAPO— " Án | 
其 中 And MAR ISEAL DXOG-—DE SABER. 反之 称 为 不 可 约 的 


(irreducible). 证 明 : 

(a) 2C D BrAESL EE A ZR RT ZJeSDCA)REER PEG 3 ; 

(0 A BATARIA Ek EE fü ££ E 3S PR k DERTTE. MA AEH 
的 ,并 且 A 所 2n 一 & 一 1. 
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小 结 与 参考 文献 


历史 上 ,图 和 图 的 理论 曾经 被 许多 位 数学 家 各 自 独立 地 建立 和 研究 过 ， 这 
是 因为 图 论 本 身 就 是 数学 的 一 部 分 ,所 以 出 现 这 种 情况 并 不 是 偶然 的 巧合， 著 
名 的 瑞士 数学 家 Euler 于 1736 年 解决 Kónigsberg 七 桥 问 题 的 论文 被 公认 为 图 
论 第 一 篇 论文 . 后 来 , Kirchhoff(1847) 和 Cayley《1857) 在 各 自 的 研究 中 独立 地 
发 现 了 树 ( 见 第 2 章 ). Hamilton(1856? 从 设计 一 个 游戏 而 担 出 图 论 中 的 Hamil- 
ton 问题 ,同时 著名 的 四 色 猜 想 也 被 提出 来 了 ( 见 第 6 章 ). 1878 年 ,数学 家 J. 
Sylvester 第 一 次 用 到 “图 (Graph)” 这 个 词 ，1936 年 ,匈牙利 数学 家 Konig 写 出 第 
一 本 立论 书 ( 有 限 图 与 无 限 图 的 理论 ). 早期 的 历史 和 参考 文献 见 Biggs, Lloyd, & 
Wilson (1976). 

本 章 主要 介绍 了 图 的 基本 概念 ,术语 .记号 ,运算 ,图 形 表示 和 矩阵 表示 以 及 
顶点 度 , 路 , 回 ,图 ,Euler 图 和 Hamilton 图 的 若 于 基本 结果 . 本 章 涉及 的 概念 和 
记号 繁多 ,但 这 些 都 是 进一步 学 习 以 下 章节 所 必需 的 ,读者 应 花 大 力气 熟悉 和 掌 
握 它们 ， 本 音 还 通过 例题 介绍 了 图 论 中 常用 的 基本 方法 ,如 数学 归纳 法 , 反 证 
法 ,最 大 边 法 .最 短路 法 和 最 长 路 法 . 每 节 尾 的 习题 是 正文 的 补充 和 拓展 . 建议 
读者 努力 去 做 一 些 ,以 便 从 中 吉 强 对 正文 中 概念 的 理解 和 常用 方法 的 擎 握 . 

本 章 应 用 部 分 介绍 了 图 论 在 矩阵 论 中 的 应 用 ， 图 论 方法 已 成 为 年 阵 论 中 基 
本 方法 之 一 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 李 乔 (1988) 和 部 嘉 裕 (1991) 的 著作 . 关于 de 
Bruijn 图 在 编码 方面 的 应 用 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 万 哲 先 (1976) 的 著作 ， 有 关 
Euler 图 和 Hamilton 图 的 应 用 , 我 们 将 分 别 在 4.6 节 和 5. 5 Prhe. 

一 般 参 考 书 ,建议 读者 参阅 Bondy & Murty (1976) 的 著作 ,这 是 一 部 公认 
的 图 论 人 门 书 . 两 本 更 高 层次 的 图 论 参 考 书 是 Diestel (1997) 和 Bollotas(1998). 
有 关 Euler 图 的 研究 可 参见 Fleischner(1983) 的 综述 文献 有 关 Hamilton 问题 
的 研究 结果 和 进展 可 参见 Bermond (1978), Bermond 各 Thomassen{(1981? 和 
Gouldt1991) 的 综述 文献 . 
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第 2 章 树 与 图 空间 


当 人 们 用 图 来 模拟 某 一 个 系统 时 ,常常 时 到 这 样 的 情况 一 一 代表 该 系统 的 
SOLER IBI. 例如 ,城市 供水 、 殿 电 系 统 就 是 这 样 的 系统 . 车 把 该 供水 系统 中 所 
有 的 阀门 或 殿 电 系 统 中 所 有 的 开关 作为 模拟 图 的 顶点 ,而 把 供水 管道 或 供电 线 
路 作为 模拟 图 的 边 ; 则 这 样 构 作 出 来 的 模拟 图 不 含 圈 ， 本 章 讨论 的 就 是 这 样 一 
种 特殊 类 型 的 图 . 

不 会 图 的 连通 图 称 为 树 . 几乎 所 有 的 作者 都 这 么 称呼 它 ， 树 是 图 论 中 最 简 
单 而 又 最 重要 并 且 应 用 最 广 的 一 类 图 . 

本 章 首先 介绍 树 的 基本 性 质 , 接 着 讨论 支撑 树 与 圈 集 以 及 割 集 之 闻 的 关系 
借助 于 线性 代数 中 线性 空间 的 理论 ,引进 图 空间 , 闭 向 量 和 割 向 量 的 概念 ， 进 一 
步 揭示 支撑 树 , 圈 集 与 割 集 之 间 的 密切 关系 . 利用 图 的 矩阵 表示 ,我 们 将 看 到 有 
向 图 D 中 所 有 割 向 量 构成 的 向 量 空间 (DD),D 中 所 有 圈 向 量 构成 的 向 量 空间 
全 门 ) 与 已 的 关联 矩阵 中 所 有 行 向 量 构成 的 向 量 空间 .h(D) 之 间 的 密切 关系 : 
ZG 5; .成 品 相等 ,而 6 DRE ADER D BYXI2 08] 6CDO RAER. 图 空间 
是 图 论 中 重要 概念 ,除了 理论 作用 外 , 它 是 各 种 应 用 ,特别 是 电网 络 分 析 中 重要 
工具 之 一 . 

在 对 图 空间 的 讨论 中 ,支撑 树 起 了 重要 作用 . 我 们 将 看 到 ,每 棵 支撑 树 都 可 
以 生成 一 组 闭 向 量 , 这 组 圈 向 量 构 成 图 空间 台中 一 组 基 ; 也 可 以 生成 一 组 割 向 
县 ,这 组 割 向 量 构成 割 空间 名 中 一 组 基 ， 由 于 图 空间 名 和 割 空 间 多 在 边 空间 
中 正 交 互补 ,所 以 任何 一 棵 支撑 树 都 可 以 生成 图 的 边 空间 6 的 一 组 基 . 我 们 还 将 
导出 连通 图 中 支撑 树 的 计数 公式 ， 

在 应 用 部 分 中 ,我们 将 介绍 求 最 小 连接 问题 和 最 短路 问题 的 有 效 算 法 ,以 及 
Te AR . 割 边 集 与 图 空间 在 电网 络 分 析 中 的 应 用 . 


21 Ww 与 林 


不 合 轿 的 图 称 为 林 ‘forest)、 不 含 图 的 连通 图 称 为 树 (tree)}. 设 了 是 有 向 
图 ,并 且 为 树 . 若 存在 c € V CD [4B SHEET RTF x B9» €VCD. TP Gn y) 
路 , 则 称 T 238 (root) fe z 的 树 形 图 (arborescence) , 亦 称 外 向 树 (outrhree). 图 2. 
1 所 示 的 分 别 是 林 . 树 和 和 树 形 图 ， 由 于 DD 是 林 沪 DD 的 每 个 连通 分 支 都 是 树 , 而 且 


S2€* 树 与 图 空间 6i 
D SIGD 的 基础 图 G 是 树 . 所 以 在 本 节 , 我 们 只 须 对 无 向 图 GG 来 叙述 树 和 林 


div 


(a) 林 (b) 8 () 根 在 x 的 树 形 图 
gj 2.1 

5518 2.1  G REBECSG 中 无 环 ,并且 任何 不 同 两 项 点 怡 由 一 条 路 所 连接 , 

证 明 (之) 由 于 G 是 树 ,所 以 不 合 环 和 平行 边 , 即 G 是 简单 图 . yE 
V(G) ,并 设 P 和 P, 是 GG 中 两 条 不 同 的 xy 路 . 则 P UP: 是 闭 链 ,并 且 存 在 。 
EEPO eC EC). 子 图 (P UP p-e 是 连通 的 , 设 e==wv， 于 是 在 {PiU 
Ps) 一 e 中 存在 uv BR P. E Pre REG 中 的 圈 , 了 矛盾 于 GG 是 树 的 假定 . 所 以 各 中 
抬 有 一 条 zy Fs. 

(<<) 由 于 人 中 任何 不 同 两 顶点 由 一 条 路 连接 并 且 无 环 , 所 以 G 是 连通 的 简 
单 图 . 假若 G ARRRC.MI (C03. ER zy € V(O. 于 是 在 C 上 有 两 条 连接 x 
入 HR FATRE. MU G 中 不 含 任何 圈 , 即 GEH. [] 

定理 2.2 GIÉBIOGIHEI EXHER ec E(GHMR 

wv(G— e) —2. 

证 明 设 G 是 树 ,由 定理 2.1 知 G 是 简单 连通 图 , B e= rye EC W oC G 
—e)«2. 另 一 方面 ,由 定理 2 1 X rey Jé G 中 唯一 zy 路 , 所 以 x 和 yy 在 Ge 
的 不 同 连 通 分 支 ， 于 是 G-A, WA wlG 一 e) 一 2 

反之 ; 设 局 含 轿 C 并 设 e EEC ,gcle) 一 +y， BET GJEXOB BH Ge) 
一 2, 所 以 e 不 是 环 , 即 上 和 y 在 G 一 e 的 不 同 连 通 分 支 中 ,然而 C 一 e 是 G 一 e 中 
xy 的 路 ,了 矛盾， 所 以 G REI. O 

定理 2.3 G EHG 连通 上 且 ee 二 uv 一 1. 

证 上 明 (=>) AA GERATU GEER. 下 面 对 e 之 0 用 归纳 法 来 证 明 e 
二 y 一 1， 当 二 0 时 ,结论 显然 成 立 ， 假 定 对 于 边 数 小 于 8 的 所 有 树 均 使 结论 成 
立 , 并 设 G EWA DHR. 取 eE ECG). 由 定理 2.2 知 mlG 一 的 一 2 设 
G AI G: Æ Ge HAMEED N G 和 Gz WAR, HE eG e 67 1.2. 
由 归纳 假设 GO-—£wG2—1. 于 是 

eG) eO tel GO 1G D TG —1-—V(G)— 1. 
(«2f 71 FIIBIZATEOETEB] G 中 不 会 圈 . 当 ,一 上 时 ,e 二 0. G 是 平凡 图 ， 
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因而 无 图 . 下 设 任何 n( 写 1) 阶 和 且 e 一 2 一 1 的 连通 图 都 不 含 圈 , 并 设 台 是 na 一 1 阶 
且 s 一 的 连通 图 . 由 于 各 是 连通 的 非 空 图 ,所 以 OSL x 000222. I Hd 
i£ 1.1.18 

2n = 2e = S do) zmin-—1D. 


mY 

这 是 不 可 能 的 ， 所 以 存在 x€ VCGME doelr)=1. 于 是 6 一 z+ 是 nn 阶 连 通 图 ,并 
HeG—2x)—2—1. 由 归纳 假设 G 一 x 不 全 图 所 以 局 是 不 合 轿 的 连通 图 ,因而 
EH. E 

推论 23 GES a. 

02.1.1 无 扳 立 点 的 林 至 少 有 2w 个 1 度 点 . 

证 明 Go RONDE REP. GOL 由 推论 1.1.1 和 推论 2.3 有 

Zadc(z) = 2e = 2(v— w). 


由 此 可 知 G 中 至 少 有 Ze 1 REA. [i 

作为 林 或 树 的 应 用 ,我 们 举 一 个 例子 . 

$/2.1.2(J. A. Bondy11972) {R =A A AS E X={1, 2, ,nn} 
B n ARTER, MFE x € XAN LAM n em AN CE) EA. 

WS 首先 注意 到 ,车 A,BCX,A 关 B, 世 A\{ 字 二 BM 人 站; 则 或 者 A 二 BU 
(DRŽ B-—AUG. 因此 ,A 与 B KARE AABS CAB UCA = {i}. 

HRI. IHEM ICX.ERER—ROMBHI—IOG.Ise—BmsdÉE1 AS 
DSAM BFAA, PA ALAA — 00. 构 作 一 个 简单 无 向 图 G:V(G)= 
X ROUGE E(GOOÀOALAA 二 {j,i 二 1,2,… ,nn， 由 我 们 的 假定 有 eG) Zn—v 
(G). 由 推论 2.3 ga G PEAN, Hoiek E G Haea. EUR i 
=j uR M] 5l, TE 

£5) SASA, 5 AAA ACA AA ) AACA, AA, ) 


cUu, AÀ4 170 Zen. 


这 显然 是 一 个 矛盾 ， 所 以 命题 得 证 . [] 
注意 ， M dg. 11,12), SO HT. EK z 则 不 存在 ， 


习 题 


2.1.1 证 明 :有 向 图 刀 是 根 在 z 的 树 形 图 所 万 RAA HH. do) 一 0 且 对 任何 异 于 + 的 y 
€ VODHST dn C1. 
2.1.2. 设 如 是 非 平凡 香 ,w 表示 GG 中 i 度 点 数目 . 证 明 ， 
WG 中 最 长 路 两 端点 均 为 1 YE 5 
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2.1.9 


OG 中 所 有 最 长 路 有 至 少 一 个 公共 顶点 ，; 

Co) I AG; 

(dd) 若 二 2, 则 全 是 一 条 路 ; 

te) 或 者 本 这 ti 二 2,3,… AXE wo wIuG-3,4.- A}; 

€ US (ir € WO; di 231 v; =2+ $ 5G) 72) i 
rep 


GORS4QG) 22h —3, E21, B] C HRES v — e RERS KER. 
设 工 是 非 平凡 非 空 树 . 证 明 ; 
(a) 本 是 2 部 分 图 
(bbD 设 I{X,Y 了 ?是 人 工 的 ?部 划分 , 则 ; 
( 若 | 天 | 蕊 |Y|1, 则 XX 中 至 少 有 1 个 1 上 度 点 ; 
DIX =Y te WM X pee ttr C1 LBS. 
GSV E MI GOLES MISI T AR V. EAR HE EV, G 
Cmn — x. WEBR id (On 0 — d GG 2. 
BG REACH 路 (党 1 个 奇 度 点 的 林 . BEBE LG k 条 边 不 交 的 路 PL PL IEEE 
(G) - EUPOU--- UEP). 


.6 EGEDE. EH: A H EMAAR SCHO ZR 1 Rb 互 中 有 — ITEMS 


FG 的 子 图 . 

«8 6; —O, E ti01,2, bd G AER BEV, 门 VV e OV, BER: 

DR V; [1V;zE IKAS M BED: 

(bA BAD. M GLB]i&& GTH. 

他 和 烃 分 子 形 如 C.H, ,其 中 每 个 磋 原 子 的 化 合 价 为 4: 每 个 氨 原 子 的 化 合 价 为 1, 并 

且 任 何 化 合 价 序列 都 不 构成 图 . 

《9 证 明 : 对 每 个 应 整数 m O4 22m 2 Wi .CLB, 存在， 

《bm 一 1;2,3, 画 出 馅 和 烃 分 子 模型 图 ,它们 分 别 代表 什么 化 合 物 ? 

(c) m= 时 ,饱和 烃 分 子 模型 图 有 两 个 对 应 的 化 合 物 叫 同 分 异 村 体 , 画 出 这 两 个 分 
子 模型 图 并 写 出 对 应 的 同 分 异 槐 体 . 

10 个 学 生 参 加 一 次 考试 ,试题 有 10 道 . 已 知 员 有 两 个 学 生 做 对 的 题目 完全 相同 . 证 

8j :在 这 10 道 试题 中 可 以 找到 1 道 该 题 ,将 这 道 试 普 取 消 后 ,每 两 个 学 生 所 征 对 的 题 

月 仍然 不 会 定 全 相同 . 


2.2 支撑 机 与 支撑 林 


Wt FEED 的 支撑 子 图 ,并 且 w(tF) 二 wD). 阁下 是 林 , 则 称 下 为 DD 的 支 
撑 林 (spanning forest); #7 FÆRI. ME F H D 的 支撑 树 Cspamming tree). 图 2.2 
粗 边 所 示 的 是 支撑 林 和 支撑 树 . 支撑 林 和 支撑 树 概 念 与 边 的 方向 无 关 , 故 只 须 对 
无 向 图 来 叙述 它们 的 性 质 . 

定理 2.4 每 个 连通 图 都 含 支 执 树 ， 
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证 明 设 工 是 连通 图 G 的 连通 支撑 子 团 且 使 其 边 尽 可 能 少 ， 于 是 ， MM 
2EE(T) 均 有 wlT 一 e) 二 2. HEH 2.2 4 T FRI. 


ERG 


(a) 支撑 厅 了 b) XH 
图 2.2 

推论 2.4.1 每 个 图 都 含 支 撑 林 或 者 支撑 树 ， 

推论 2.4.2 每 个 图 均 有 e 之 vy 一 w. 

证 明 设 避 是 任何 一 个 图 ， 由 推论 2. 4.1 知 GG 会 支撑 林 F， 再 由 推论 2. 3 
Hel =ou TAE eZ =w. 口 

定理 2.5 设 F 是 GG 的 支撑 林 . 若 ECGIAE(E) 非 空 , 则 对 其 中 的 任何 边 e， 
Fte 含有 且 仅 含有 一 条 圈 . 

证 明 eC EQGOAEUO. 由 支撑 林 的 定义 知 下 二 e AH. e 的 两 端点 为 开 
和 yy, 则 由 定理 2.1 知 ,F rp E IEEE Fl y 的 P, 于 是 Pte Fte 中 唯 
一 图 . [] 

E BEE 的 非 空子 集 . 若 存 在 非 空子 集 SCVOD IE B—L[S.S]. Wk B 7 
D HRA cot edge-set). 若 召 的 任何 非 空 真子 集 都 不 是 割 边 集 , 则 称 B 为 键 
(bond). 不 难看 出 ,车 B 是 链 , 则 wD 一 B) 一 aw(CD) 十 1. 边 数 为 1 Bon zr SER S 
割 边 ( 见 1.5 节 ). 反之 ,车 a 是 DD 中 一 条 制 边 , 则 a 为 割 边 集 , 且 为 键 . 由 于 
《DD) 与 忆 中 边 的 方向 无 关 , 所 出 割 边 集 概 念 与 D 中 边 的 方向 无 关 , 以 下 只 须 考 
虑 无 向 图 G 图 2. 3 所 示 的 是 一 个 割 边 集 和 一 个 键 ( 粗 边 表示 ). 


w Wü t) 95 
图 2.3 
it H ÆG ITE G-E» H EG 中 的 余力 (cograph) , 记 为 H 
(GO. B. Z G=K, W HK SHERIM 1.2. 60.5 FEG 的 支撑 林 ( 或 
树 ), 则 下 CG) 称 为 G 的 余 林 (或 余 树 ) (coforest 或 cotree), 
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例如 ,图 2.2(a) 中 粗 边 所 示 的 子 图 是 G 的 支撑 林 下 ,而 细 边 所 示 的 子 图 是 G 
的 余 林 FC(G);(b) 中 粗 边 所 示 的 子 图 是 局 的 支撑 树 人 ,而 细 边 所 示 的 子 图 是 局 
的 余 树 了 T(tG)， 在 不 至 于 引起 混 衫 的 情况 下 ,我 们 简 记 CG) 为 FF, 简 记 TC 
T. 有 时 也 用 FOX, DER ECEO) GI, ECT). 

定理 2.6 设 下 是 非 空 图 G 的 支撑 林 .eE ECF) , 则 

D FF 不 含 键 . 

GD Fte 含有 且 仅 含有 一 个 键 . 

证 明 (i) 设 BB 是 G 的 键 , 则 wtG 一 B) 一 1 二 w(G) 一 w(tF). Bii ECEO(1B 
x. TE BEEF). 

GDB S i& F —e 的 其 连通 分 支 的 顶点 集 , 则 B 一 [LS,5j 是 局 的 割 集 ,因而 FF 
+e AGA R Fte 含 两 个 不 同 的 键 了 和 Bs， 由 于 (i)F RS BE M eE 
B NB: AEB UB: )—e 8G HRB (GJE 2. 2 5), BE F GRE B". 矛盾 于 
(DK Fte 仅 合 一 个 键 . O 


习 题 


2.2.1 证 明 :G 中 至 少 便 e 一 v 十 w 个 不 同 的 图 和 vy 一 w 个 不 同 的 键 , 
2.2.2 W: DERAM, EVD). 则 口中 存在 根 在 z 的 支撑 树 形 图 . 
2.2.3 (B GERAS 是 VCG) 的 非 空 真子 集 . 证 明 : 割 边 集 到 (5S) 是 键入 GLSj 和 和 G[S] 
都 是 连通 的 . 
Cb)31 I US HR Ca) 中 结论 对 有 向 图 的 强 连通 性 不 真 ， 
2.2.4 证明: 每 个 割 边 集 都 是 边 不 交 键 之 并 . 
2.2.5 BB 和 Bs 是 键 , EA: B AB HEB AB RAR., Pim. 
2.2.6 HAE G (UTERE T 7 (G) 是 这 样 一 个 简单 无 向 图 :YIT” OA GRAAE T Tzs 
ST. T; B T; 885569 T, AT, 在 G PEOR v—2 条 公共 边 . EH: T Reus EH. 
2.2.7 证 明 , 若 图 C 含 上 棵 边 不 交 支 撑 树 , 刚 对 于 V OGO PHARA CV V2 n Va ;端点 在 
V, AV; GzED XD — 1). (Tutte (1961). &. Nash-Willisms (1961) EHEH :G 
Ak 标 边 不 交 支 撑 树 的 这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ;. 
2.2.8 R GEAMA EVO. 和 证明:G 中 存在 支撑 树 了 使 得 对 任何 >EYO 均 有 driz, 
y) =de x,y). 
2.2.9 设 G 是 简单 连通 国 ,zEYCB). A:R xS EID 468 DE MEER T ME: 
OT EBE xr 树 形 图 ; 
GOXHEBI ac ECD ,Ta 含有 了 而 图 ， 
GDA D HEA AA C AE a€ ECE CET+a. 


2.3 图 的 向 量 空间 


设 卫 是 一 个 图 VOD) — (ui su uu), ECD) = (a Ga 5*** 34, ). D 的 顶点 
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空间 (vertex-space) HD ELH VOD IKKE R 中 的 所 有 泉 数 的 向 量 空间 . D 
的 边 空间 (edge-space)e(DD) 定 义 为 ELD) 到 实数 集 R 中 的 所 有 函数 的 向 量 空间 . 
dim * (D)=v, dim &(D) =e. 


i fe 1(D) 并 设 fw) 一 六, 则 通常 可 以 写成 形式 和 了 =- Dra. 如 果 把 


u 看 成 是 1 OD) PEH wu) = 1ueGr) = 0G a D BE n su nus: 可 
以 看 成 是 1 (DO 的 一 组 基 . (xz ern 可 以 看 作 是 了 在 这 组 基 下 的 坐标 . 记 


f= Cry sao ttr). 同样 地 , 设 g E é(D) ,并 设 glu;} = y s M E g= » ya: 
ed 


JESR La: aa) Fe ED) 的 一 组 基 ,(y ys yo) 是 g 在 这 组 基 下 的 坐标 , 记 
g — y yv. 在 这 两 个 空间 中 ,赋予 通常 的 内 积 。 在 这 种 内 积 下 ,空间 中 
任何 基 中 两 组 向 量 是 正 交 的 . 

本 节 只 考虑 无 环 图 D 的 边 空间 6D). 

设 we eO ROG w) HIMAL Cweighted graph) , w 亦 称 为 权 函 数 ,w(a}) 称 
J| a RIH weight). 

图 2. 4 所 示 的 是 一 个 加 权 图 .加 权 图 经 常 出 现在 应 用 中 , 权 通 常 是 以 矩阵 
的 形式 给 出 ,这 样 的 矩阵 称 为 加 校 和 矩阵 ， 根 据 实际 中 的 间 题 , 权 可 以 是 矩 离 , 也 
可 以 是 费用 等 等 . 

it BOEDA BOD, iE 

w(B) = Y wia). 


a€ 

it SCV(OD) id Ei C9) G.S), HD D PEATS 而 终点 在 S 的 边 集 . 同样 
地 , 记 Eg (S= (5,5). iu 

w (S)—w(OSG). w (SY=w(Es (S)). 
ife». 车 
f'Go)—-f GM, WVucVOD, (2.1) 

则 称 了 为 忆 的 圈 向 量 (cycle vector), 

图 2. 4 所 示 的 是 局 的 一 个 圈 向 量子 ,了 在 各 边 上 的 值 标 在 对 应 的 边 上 . 

设 C 是 D 中 国 ,并 指定 CREN. 用 C^ 表示 C 中 其 方向 与 C 的 正 向 一 致 
的 边 集 ; 忆 表示 C B CZ 8] 5; C. 的 正 向 相反 的 边 集 . 

定义 fec ODIT: 


1l. Era € Ci 
fca zs 车 a EEC; 
0, Ziagc Cic. 
容易 验证 ,f. 满足 (2. 1) 式 ,所 以 fe BED KEAR. fe AAC 的 图 向 量 . 
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图 2. 5 所 示 的 是 对 应 于 辕 C《 粗 边 所 示 ) 的 圈 向 量 fe 不 难 证 明 ,DD 的 所 有 图 向 
HAR D) 的 一 个 子 空间 {见习 题 2. 3.2)}， 称 这 个 子 空间 为 D 的 圈 空 间 (eycle 
space), ic 4 (D). 


BE ZA 2.5 
i pcvQO»n. FIMES EED): Vac ED) Bap G0 — Gr y). 
6,02) = pi.) — ply) (2.2) 


人 称 为 D Bs IB) E Ccut vector). 
图 2.6 所 示 的 是 pE (DD) 及 对 应 的 6、 
设 B=Eb[S,S] 是 品 中 的 键 ,定义 gc OD: 
l, Ziac(05,9) 
TES 若 aE (SS); 
0, £iad B. 


68 图 论 及 其 应 用 


车 令 
posd les 

则 gs 二. 于 是 gs 是 的 割 向 量 . g: FARB HRG. 图 2.7 所 示 的 是 对 
TE B( 粮 边 表示 ) 的 割 向 量 gu. 不 难 证 明 ,D 的 所 有 割 向 量 构 成 6CDO — A 
子 空 间 ( 见 习题 2. 3. 3). 称 这 个 子 空 间 为 D 的 割 空间 (cut space) , 记 为 KD). 

定理 2.7 ii MED HARKER, DUI CD RE M 的 行 向 量 空间 s VDO 
是 它 的 正 交 补 . 

证 明 Heca. TEHE pEr. ES =g 且 p 满足 (2. DE. 因此 
ZHEN a€ ED) H dio (2 lr yA 

gla) = &, la) = plz) — p(y) = 2p) mla), 
rE 


其 中 ma) 表示 顶点 工 对 应 于 M 中 的 行 向 量 在 边 2 上 的 分 量 . 即 & 可 以 表示 成 
M Bf rs EIER PEARL BI KDM 

EE g= in Ca) mG) om GO0jE M PEE HIR. 显然 8 
EAD). & 
tl, Xiu—z 

pa) = lo. dXiuz x 

则 p& Y CD) H g=, AE g C AD). 由 于 M 中 任何 行 向 量 的 线性 组 合 仍 属于 
JD). dX ut CD). 

d f€éD W SRE. Dx, 

e 22 amla) —0. VrcVOD, 


of SM 中 每 个 行 向 量 都 正 交 . 
因此 %(DD) 是 %(D) 的 正 交 补 C 
推论 2.7 HAA D 都 有 60D) —9(DY)QCD). 
JED. Ri D, 表示 中 使 了 的 值 不 为 0 的 边 集 所 导出 的 子 疼 . Dj 称 
为 子 的 支撑 围 . 

”例如 ,图 2.5 所 示 的 f, 它 的 支撑 图 D 为 一 条 圈 ( 图 中 粗 边 所 示 ) ;而 图 2.7 
所 示 的 8, 它 的 支撑 图 D, 为 台中 一 个 链 ( 图 中 粗 边 所 示 )， 一 般 地 ,我 们 有 下 述 
结果 . 

引 理 2.8 (i) 车 f€ «DD BESE. N Dj a BB: 
GE gc JOD) BE. mJ D, 含 键 . 
证 明 (DHUTOZXfCVD).BUA BO DREI, x gd ue VOD do, 
(222. B 8€D,3222, Bt C f] 1.6. DD, AE. 
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《这 由 于 0g € 2 (CD) ,所 以 存在 非 零 pC KDHE g—68,. E uE VOD, 


#2 S = {w E€ V(D}:plw) = plu)}. 
则 Eo[S,Sj 关 名 ,并 且 对 任何 aE E; [S.S ] P gla) 0, MUE S, S]CCE 
(D:)， 于 是 (习题 2.2.4) D, & f. 口 


设 召 是 其 行 由 6CPISEEHURBURSEEJEH. RCSECD). 则 用 BIR Sm B H 
JRH R EARTE. 例如 , 见 图 2. 8, 在 (a) 所 示 的 有 向 图 局 中 , 令 R= 
{a 182 9 人 3 504 } (D) 中 行 向 量 矩 阵 B 如 (hb) 所 示 , 则 B|R 为 4 阶 单位 矩阵 L. 
AESA E RED 的 子 图 ,我 们 也 记 BIECR) 为 BIR. 


(a) 


aj G2 ad Q4 A3 GS a7 ag G6 


h 1 0 0 0 0 Q 1-1 0 

(b f: 0 1 0 0 0 0-1 1-—1 
f 0 0 1 0 1-1-1 0 -i 

FA 0 0 0 i 1—1 —i 0 0 

a1 az? dà d4 Gs d$ d? dg dg i 

gi 0 0-—1-1 1 0 0 0 0 

i gs 0 0 1 1 O0 1 0 0 0 
g& |—1 1 1 1 O0 0 1 ð 0 

gs 1—1 0 0 0 0 0 1 O0 

ga ò 1! 1 0 0 O0 0 0 | 

Ej 2.8 


定理 2.8 设 召 和 C 5E ADA 5 万) 的 基 和 矩阵 , 则 对 任何 REED), 


《iD BIR BE SU ZR TEE OODLR JR & B s 
GD CIR I SUR TETEXE ODER T irl. 
证 明 (OH B, 表示 如 |a, 即 号 中 对 应 于 边 4 的 列 向 量 . 
C2 Oz uETEO BIR 的 各 列 线 性 相关 , 则 存在 ESED), 
fla) = #0, 当 a € RK; 
一 0， 当 a ¢ R, 
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使 0= MMGB, = 2f GB. = Bf*, 
ac R ac 
由 此 可 知 D,SDR].3EB. f 5S B 中 每 个 行 向 量 都 正 交 , 即 了 与 8 中 每 个 向 量 
都 正 交 , 即 yeZ 由 推论 2.7 知 了 E% 再 由 引 理 2. SOLD, 会 圈 ,因而 DLR] 
也 含 图 . 矛盾 于 假定 . 所 以 B|R 各 列 必 线 性 无 关 . 
(一 )( 反 证 法 ) 若 DLRj] 含 图 , 则 取 C 为 DLRJj 中 的 圈 ,fc d& D 中 对 应 于 
的 非 零 图 向 量 , 即 07 f € (DO. 因此 fe 与 B 中 每 个 行 向 量 都 正 交 , 即 
Df cl)B, 一 Bf = u 
«CE 
而 > Ca) 县 一 Sf GDB,. 
CE Fk acR 
因而 , 非 零 向 量 fe 使 得 
之 天 (a)B, = 0, 


8g BIR 的 各 列 线性 相关 . 矛盾 于 假定 ， 所 以 DER IE RR. 
利用 引 理 2. 8G AMOR GR UTE GD. L 
推论 2.8 (D dim 2—»—o«i 
GD dim €—eg— yw. 


证 明 
(iD 设 吾 是 中 的 基 纸 阵 ， 根据 定理 2. 80 AU 
rank B—max(|R|: RCCE(ODO A DR PE BR. 

EXER DR J& D rPScHEBRIREZEXS SIERCK S v e GÉEI62. 30. 由 于 由 my 一 
rank 如 ,所 以 dim 2—v—«. 

(ii 的 证 明 由 推论 2.7 知 号 和 多 都 是 6CDO BF Z3 [REEL 8 JE AER ET kA 
(ii 成 立 . [.] 

i F Æ D 的 支撑 林 ， 用 anan 对 五 的 边 进行 标号 使 

EG2— (ai a.u EFS laicus ttal. 

如 图 2. 8(a) 所 示 , 其 中 细 边 表示 了 上 , 粗 边 表示 F. 

由 定理 2. 5 An. x a € EC F-Fa; AH. 记 这 条 图 为 C;, 称 为 DD 
中 对 应 于 下 的 基本 国 (fundamental cycle). 用 fi 表示 对 应 于 图 C; He fe (a;) 
=1 的 圈 向 量 . 于 是 ,以 


Sis fess fot 
为 行 而 构成 的 (e 一 y 十 w) Xe MERE Cr 必 有 下 列 分 块 表示 形式 : 
Cr =u Cz), 
HE L-i u =Cr |F 为 (e 一 vy 十 w) 阶 单位 方 阵 , 而 CG 一 CelF 是 (e 一 yw) X G—o? 
PERE. 由 于 rank Cs 二 一 y 十 w; 所 以 向 量 组 
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fofscefee 
是 圈 空 间 Y(CD) 中 的 一 组 基 ，Cr RAKD PHAT FAE 例如 ,图 2. 4 
Brzr i MR EQ CD. o ,其 边 标 号 和 支撑 树 荆 如 图 2.8 所 示 ( 粗 边 所 示 )， ADP 
HAT T HECU C tni2. 8(b) 所 示 , 其 中 ， 
0 0 1-1 0 
0 0-—1 1 -1 
1—-1-1 0 —11 
1-—1-1 0 0 
而 且 , 图 2. 4 PARKERE £RTELSORAS 


人 = (toad 1) 


Ci|T—-L,. Cr|T=G= 


—0 fi Lih T (2M. Si = Y fGof. 
iml 


RAA: f UE ER FIT. 上 的 值 所 唯一 确定 . 事实 上 ,对 任何 图 向 量 ,此 结论 都 
成 立 ( 见 习题 2. 3. 6)， 
类 似 地 , 设 aEE(F). 则 由 定理 2.6 Fta 会 唯 一 的 键 , 记 为 B RAD 
中 对 应 于 下 的 基本 键 (fundamental bond). 用 g; 表示 对 应 于 B; HIE gs (aj) 一 1 
的 割 向 量 ,7 一 < 一 "十 o 十 1，……pe. 于 是 ,以 
不 一 Hafr148 一 ui2i E 
为 行 而 构成 的 (一 o) Xe BABERE Be 必 有 下 列 分 块 表示 形式 ， 
p—(B, I-a), 
HE+ B, =B; |F 是 Gy 一 0) XX{e 一 y 十 w) 阶 第 阵 ,而 ,二 85 | 下 是 (w 一 w) 芥 单位 方 
EE. 由 于 rank Bre 二 vy 一 w; 所 以 向 量 组 
esto l ret EI 
是 割 空 间 弘 (DD) 中 的 一 组 基 ，Br 称 为 CD PAET F ügd3ERE RE. 例如 ,图 2.8 
{a) 所 示 的 图 ,如 万 ?中 对 应 于 支撑 树 TOERE) HEE Br 一 CB, 到 ?如 图 2. 
8tc) 所 示 , 其 中 
9 0 —1 —1 
0 0 1 1 


Bi|T—H, 一 | 一 1 1 1 l|. BilT—k. 
| 1 —1 0 0 
[0 1 1 0 


Hf EL. B 2. 6 所 示 的 割 向 量 g 可 以 表示 为 
g7 (1,9,14,4,18,15,7,8,10) 
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= 18gs + 15gs + 7g; + Bg: + 10g, = D 


这 说 明 ;g 的 值 是 由 有 | 工 上 的 值 所 唯一 确定 . 事实 上 ， 对 任何 割 向 量 ， 此 结论 仍 
然 是 成 立 的 (见习 题 2. 3. 6). 

下 面 举 两 个 例子 来 结束 这 一 节 . 

例 2.3.1 i2 BERZE 86(D) 的 基 和 矩阵 ,下 是 口 的 支撑 林 ,Br 是 (DO B 
HF F MEERE. NB EHB |F 众 一 确定 ;而且 B-—(O|FB.. 

证 明 因为 BB 和 Bs 都 是 RKD pE, AEE E P (603 
B-PB, TR BüP"—«- HF B|F=P Br |F=P(B;| =P, Ai, B 
—PB. —(B|F)B;. U 

2.3.2 设 KK 为 从 连通 图 DD 的 关联 矩阵 M 中 删 去 任意 一 行 后 所 得 到 的 
E PE , Wu] K EREN 2D B EAR ER. 

证 明 ”由 于 局 是 连通 的 ,所 以 由 推论 2. 8 知 dim (D) —»—1. 又 由 定理 2. 
7 4i 2 3& M ETT d s [8 4 mi K EHE I EZ [a] de AIT E, Et UA RAER 
K 的 秩 rank Ky- 1. 

EM 的 行 问 量 为 fh Ê * Us, 则 B Tf TB. =0, 不 失 一 般 性 , 设 b: , 
Boo ASREKIBITIIB. E popor B- RER MAERAH EH ,22， 
“»sÀ -I1 ,不 妨 设 Al 一 一 1 ,使 得 fh —JAjfk Taceo. 于 是 

0 — f, fe B, 二 OM AOBS- Od ABS 
4 cO GAZ B- +B., 
Bl B, —— Q1 --A)0B; EST] ES A A A, 中 每 个 
[33€ GERE E B» ff s B E TERR IB LB rank My2, FTF rank M— dim A 
一 dim d—,—1. BtUA Bi fe s f RERE, rank Kel. [] 


jj 题 


2.3.1 给 出 定理 2. 8GOBWERR. 
2.3.2 设 C 是 DD PHA. 证 明 ; 
( fc € (DE D KEME: 
《b) D BTE BB ep eb P, ACD T s Hl. 
2.3.3 B BED 中 的 键 . 证 明 : 
(2) ga C CD E D dj] peg i s 
{b> D RAAE 6CDO B) T 8 [B]. 
2.3.4 ” 设 有 向 图 喇 如 下 所 示 , 粗 边 表示 支撑 树 T. 
Ca) 将 T ER RD EOS D KHAR g. Sh 绕 妃 中 对 应 于 工 的 估算 阵 Br; 并 写 出 
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有 在 这 组 基 下 的 表达 式 ， 
H T COARI EA D 的 图 向 量 f, 写 出 ADREF TEER C HE HE 
了 在 这 组 基 下 的 表达 式 . 


(习题 2. 3, 4) 
2.3.5 设 玉 是 DD HEIE Be — Oh L5 Ce m Gus C2) 分别 是 DD) 和 我 中 ) 中 对 应 于 下 
MAER. 证 明 ， 
(2) Ce (B7 —0, 


(D Cr 一 (rw —BD, 
(0 B= h-e). 
2.3.6 if iÉDHBE.:R DIE. EDO) S.B. AC 4r gs fa] d 
(DARASE CD) PAF F HEERE. UEBI: 
(a) 了 由 了 | 唯一 确定 ,而 且 S= C 
(bg Hi g |F 唯一 确定 ,而 且 go (g | P)Br. 
2.3.7 设 C 是 图 空间 VDO fI SEA EE, F RED 的 支撑 林 ,Gr EaD ANT F BEER. 
证 明 :C 是 由 CIF 唯一 确定 ,而 且 C—(G IC. 
2.3.8 证 明 : 
a 品 中 任何 圈 都 可 以 表示 成 若干 基本 图 的 对 称 差 ， 
(b) 中 任何 键 都 可 以 表示 成 若干 基本 键 的 对 称 差 . 


2.4. 支撑 树 的 数目 ” 


我 们 已 看 到 ,在 上 两 节 的 讨论 中 ,支撑 树 起 了 一 个 关键 作用 . 在 本 节 中 ,我 们 
将 导出 无 环 连 通 图 D 中 支撑 树 的 数目 =(D)? 的 计算 公式 . 这 里 介绍 的 证 明 方法 
属于 lutte (1965), 

设 口 为 无 环 连通 有 向 图 ,B 是 制 空 间 ADEE. 从 定理 2.8 知 , 若 届 
CE(D) 且 |R| 二 v 一 1, 则 子 方 阵 BIR 是 可 谤 的 当 且 仅 当 RR TED 中 导出 子 图 DD 
[Rj] 是 也 的 支撑 树 ， 于 是 rtDD) 就 等 于 B 中 阶 为 v 一 1 的 可 逆 方 阵 的 数目 . 
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设计 是 nXm 阶 矩阵 ， 如果 前 中 的 所 有 满 阶 ( 即 min{n,m}) 阶 ) 子 方 阵 的 行 
列 式 都 取 值 0, 或 一 1, 或 工 ,那么 称 M 为 么 模 和 矩阵 (umimodular matrix), 

例 2.4.1 A D ROGA HA, F 是 D 中 支撑 林 , 并 设 Be 和 Cr 分 别 是 
ADA EDFA T F ERR. W B. 和 Cr 都 是 么 模 和 矩阵 . 

证 明 设 P 是 8B: 中 任意 一 个 满 阶 子 方 阵 . 由 推论 2. 80980 P Jé v— 阶 方 
RE. R EP 对 应 于 DD 中 的 边 子 集 , 并 设 民 在 中 导出 子 图 DLR] 为 F. 于 是 
P—B;|Fi.. 由 定理 2.8G) 知 ,车 户 FAAA, N de P=0. 下 设 记 是 D 中 的 支 
TOM. WEB. EAD POET F 的 基 矩 阵 . 由 例 2. 3. 1 知 

(B; | FB, = Br. 
上 式 两 边 限 制 在 F E14 
(Br | F2 Ol | FP) — Be |F, 

两 边 取 行列 式 , 并 注意 到 朴 | 王 是 单位 卸 阵 ,得 


dettBr | Fi) - deB | FP) — 1. (2. 3) 
由 于 (2. 3) 式 中 两 个 行列 式 都 是 整数 矩阵 的 行列 式 ,所 以 其 值 都 为 整数 ， 
由 此 可 条 det P—det(Br | F;) —--1. 
于 是 我 们 证 明了 Br ÆRE. 同 理 可 证 Cr 也 是 么 模 矩 阵 . O 


52.42 M R&XLM HAD HKEE KEAM 中 删 去 任何 一 行 
后 得 到 的 子 矩阵 M K EZKER. 

证 明 PEK 的 满 阶 子 方 阵 . 下 面 用 归纳 法 来 证 明 P 中 任何 子 方 阵 的 行 
列 式 均 为 0,1 或 一 ]. AF MED HXP, DMA MF ER P HACE 
0, 一 1 或 1. 内 此 ,下 中 任何 1 阶 子 方 阵 的 行列 式 为 0, 一 1 或 1 (GE P PEN n 
《之 1) 阶 子 方 阵 的 行列 式 都 为 0, 一 1 或 1, 我 们 要 证 明了 中 任何 (x 十 1) 阶 子 方 阵 
的 列 式 也 为 0, 一 1 或 1. 

d Qg-—u(GsojsnT1) f P'Bad1Bg TJ E. 由 关联 矩阵 M 的 定义 
Al. Q 中 每 列 至 多 有 两 个 非 零 元 素 . Xp OQ 中 每 列 都 有 两 个 非 零 元 素 , 出 忆 中 所 有 
行 向 量 之 和 为 零 . 于 是 det & 一 0 

下 设 全 中 至 少 有 一 列 至 多 有 一 个 非 零 元 素 , 设 为 gs (二 0, 一 1 或 1). 将 det 
Q 358 ; 列 进行 行列 式 展开 . 于 是 det 8 二 (一 1) Tigs det Q; HP det Q; 50 
的 阶 子 方 阵 , 由 假定 知 det Q; 二 0, 一 1 或 1， 所 以 det Q—0. +1. Bie 的 任意 
性 知 det P=0, 士 |， 再 由 了 的 任意 性 知 KK Je Z BUBPE. O 

定理 2.9 i& D REJOGGENBIBE.BXIC3 ZUR ad 
DIEF. 则 

:(D) = det(B B?) = det(C C7), 
其 中 87 和 C7 239m B dC ESSERE. 
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WEBB 利用 两 个 矩阵 乘积 的 行列 式 的 Binet-Cauchy 公式 (参见 李 炯 生 和 查 
建国 (1989),p. 138, 定理 2) 得 
det(B B7) = > (detB|R». (2.4) 
RGE D 


I] 5: 
于 是 ,一 方面 由 定理 2. 8600, (0. 4) 式 右边 中 非 零 项 的 数目 等 于 r(D)， 另 一 方 
面 由 于 D 是 连通 的 并 且 B iz. LAO. 4) 式 右边 非 零 项 的 值 都 是 1. BH 
此 DD) 一 det(3 B7), 
同 理 可 证 rz( 了 DD)=det(C CT). LJ 
推论 2.9.1 设 呈 是 无 环 连 通 有 向 图 ,B 和 人 C 分 别 是 CD) I ECDO rRBS A 
E S] E 


r(D) =+ ae (^). (2. 5) 
证 明 由 定理 2.9 有 
r(D): = det(B B?) det(CC7) = det ce) (2.6) 
BUE 0 6 E.A CB' —BC' —0. 于 是 
«D? = ae ( Bo. a)- ae (^) ren) 
- detf det(BT CT) = (a«(5)). (2, 7) 
故 推论 得 证 . 口 


推论 2,9.2 设 也 是 无 环 连通 有 向 图 ,了 是 DD 中 支撑 树 ,Br 和 Cr 分 别 是 邹 
(DM e( D) Tr. T HEER, K END HAKEEM 中 删 去 任意 一 行 后 
得 到 的 矩阵 . 则 

t(D) = det(B;B2) = det(CrCy) = det(KK?), (2.8) 

证 明 Hp) 2.4. 158 Br 和 Cr 都 是 么 模 矩 阵 , 再 由 定理 2.9 有 c(D) — det 
(Br BT) = det(Cr CF). 

由 例 2. 3. 2 A K E 8D) 的 基 矩 阵 , 由 例 2. 4.2 i K ERER. 再 由 定 
# 2. 9j r(D)=det(K KT). L] 

例 2.4.3 考察 图 2. 8 中 所 示 的 有 向 图 D. E BUXOPOBIÉEAS 


0 0 0 0 0 —1 1 1 0 
—1 1 0 0 0 0 0 —1 0 
1 0 0 —1 0 0 —1 0 1 
M= 
0 0 1 1 —1 0 0 0 0 
0 9 0 0 1 1 0 0 0 
0 一 1 —1 0 0 0 0 0 —1 
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令 下 为 从 MM 中 删 去 最 后 一 行 所 得 到 的 矩阵 ,出 
3 一 1 —1 0 —1 
—1 3 —1 0 0 
detKK" = det —1 —1 4 —1 0|= 68. 
0 0-1 3 —1 
—1 0 0 一 上 2 
设 人 是 D 中 由 边 子 集 {us ,as ;ar ,as ,02s} 导 出 的 支撑 树 (图 2. 8 粗 边 所 示 ). 
ADDA EAD PHT T HEER Br 和 Cz 分 别 为 图 2.8 中 Cc) 和 (b) 所 未 . 于 
是 


因而 有 det BzrBT) —66— det(C;C7). C 
推论 2.9.3 i& T, AT n(Sp RARA, U T, m7. 
证 明 由 推论 2.9.2,48 
rT) = detKKT 


n=l =l = —l -1 
—1 asl … -1 一: 

= det) «e PD aas —gq. (2.9) 
—1 -—1 | a—1 -i1 
—1 =l … -1 nolla 口 


2.9 给 出 了 所 示 竞 赛 图 T. 的 16 个 支撑 树 . 在 这 16 个 4 阶 树 中 ,不 同 构 
的 只 有 6 个 ,如 图 2. 10 所 示 . 注意 ,不 同 构 的 4 阶 无 向 树 只 有 2 个 ,如 图 2.11 所 
m. 

通过 考虑 无 环 的 连通 无 向 图 6 的 定向 图 ,由 推论 2. 9. 2 和 2. 9. 3 便 分 别 得 到 
下 列 两 个 推论 : 

推论 2.9.4{ 征 阵 - 树 定理 ,Kirchhoff,1847) 设 G 是 顶点 集 为 {x1 sss 
z,} 的 无 环 连 通 无 向 图 , 则 (0) — det KK" ,其 中 下 是 从 G 的 任何 一 个 定向 图 DD 
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的 关联 矩阵 邮 () 中 删 去 任意 一 行 后 得 到 的 矩阵 . 


图 2.10 不 同 构 的 4 阶 有 向 树 


图 2.11 不 同 构 的 4 阶 无 向 树 


推论 2. 9. 5(Cayley 公式 ,1889) 设 天 ,是 项 点 集 为 {zlyrz… ze) 的 


77 
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图 , 则 r K 96 ,7 之 2， 

Cayley 公式 是 推论 2.9. 3 的 直接 推论 ,这 里 我 们 给 出 Priifer(1918) 的 一 个 
很 有 技巧 性 的 直接 证 明 . 

i£ V(K,)— N— (1,2, 0, EMAAR N 中 元 素 且 长 为 (nz 一 2) 
855-5] E M| =n. 为 证 明 Cayley 公式 ,只 须 在 K, 88 d d$ RS M zl 
建立 一 一 对 应 ， 

ETAK, EX GEB. 把 和 N 看 成 是 一 个 有 库 集 , 设 是 丁 中 第 一 个 1 
Ene hEN). dx 是 TT 一 Zz 中 第 一 个 1 度 点 ,并 令 11E Nr。 lr). E 
复 这 种 过 程 直到 确定 了 二 .s. WD TOR EST {r str) A OK. 这 样 得 
A M 中 一 个 序列 G ,二 3) 例如 ,图 2.12 所 示 图 中 的 树 产 生 J 中 序列 为 
(2,7,7,7,6,60,2,2). 不 难看 出 ,不 同 的 支撑 树 产生 M 中 不 同 的 序列 


— (2,1,1,7,6,622,2) 


图 2. 12 

另 一 方面 ,注意 到 对 任意 工 GEV(CT) Æ stont- P E Aldrir)— 1) 
次 . 于 是 工 中 1 度 点 在 该 序列 中 不 出 现 ， 按 下 列 方法 从 序列 (1 Go. rta) 中 
* 3 49:8 X Bp T. 设 zl 是 不 在 (出 ,tz，"…str_z) 中 出 现 的 第 一 个 顶点 , 则 连接 
ZI 和 让. 再 设 on 是 不 在 (tz bats_2) 中 出 现 的 第 一 个 顶点 , 则 连接 Xx， 和 如， 
如 此 继续 下 去 ,直到 确定 了 (7 一 2) 条 过 rit sartz, Iaat AE. 然后 连接 N 
AN{z szayizrz) 中 剩 下 的 两 顶点 , 即 得 到 T. 容易 验证 ,M 中 不 同 的 序列 产生 
K，, 中 不 同 的 支撑 树 ， Li 


3] 8 


2.4.1 设 上 及 是 无 环 连通 有 向 图 DD 的 关联 短 阵 ,KK 是 从 是 中 删 去 任意 一 行 后 得 到 的 斥 阵 ,CC 
dép [Rp AD A a ERE. IEH.: 
<(D) 一 二 det( 
C 
2.4.2. (GO UE M ELERA AL EE] D 的 关联 矩阵 . EH MMT. 中 所 有 元 素 的 代数 余子 式 都 
3 DETA 1.9. 2). 
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2.4.3 


2.4.4 


2, 4.6 


2.4.8 


(odit D EmA 2. 8 中 所 示 的 有 向 图 . 分 别 利用 (a) 和 习题 2. 4. 1, 求 出 XD)( 参 见 例 
2.4. 3), 
设 G 是 其 顶点 集 为 {z1，…, 式 1 的 无 环 连 通 无 向 图 ,4 XE G 的 邻接 矩阵 . BERA 
HH bi — do Ce BERE N— B— A. WEH: 
(3) N—MM'" ,其 中 M AG 的 任何 一 个 定向 图 的 关联 矩阵 ; 
(b) 上 中 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 均等 于 r((7)， 
车 扬 阵 卫 的 所 有 子 方 阵 的 行列 式 均 为 0, 一 1 3x 1 RI T HE TRE FE Ctotallyunimodu- 
lar matrix), 证明. 
(a) 有 向 图 口 的 制 空 间 ACD AMAA CDD h OSEE SCORE) EAR Fe e EUIS 
(外 无 环 有 向 图 D HKEEREN 
〈c) 简 单 无 向 图 所 的 关联 第 阵 是 全 么 模 的 二 她 是 2 部 分 图 ， 
证 明 : 
(eC CO mn. EB C, 是 以 {zi rz 为 其 项 点 集 的 了 阶 图 ; 
(D) rCK,—e) — G—2)0 ,其 中 K,— 6 OR UA Gn xo etn ;为 其 顶点 集 的 K, 
中 除 掉 任 何 一 条 边 后 得 到 的 子 图 ; 
《c) (CK, mmm ,其 中 Ks 是 2 部 划分 为 {X,Y} 的 完全 2 部 分 图 ,一 {2， 
ZXp.U4rajbYciyey vt ys. 
设 马 是 非 平凡 无 环 连通 有 向 图 ,a 是 的 任意 一 条 边 .证 明 : 
iD «OD - a)+r(D— a). 
dt H HR 条 两 端点 相同 的 边 替代 简单 无 向 图 G 中 每 条 边 后 而 得 到 的 图 . 证 明 : = 
(MSE AG). 
d DISCRETUS D HRE xc 的 支撑 树 形 图 的 数目 ， 


a) EB LO»)-— [[ aO. 


rza€V» 


(ho DAA 2.9 Foz PESE T. XIV ze VCED ,验证 (a) 的 结论 . 


hr FH 


2.5 最 小 连接 问题 


假设 在 某 地 区 内 要 修建 一 个 连接 若干 个 城镇 的 公路 系统 . 已 知 城 x; 与 城 ; 
之 间 直 通 公路 的 造价 为 c;. 试 设计 一 个 造价 最 低 的 建造 方案 . 

这 类 问题 很 多 ,如 革 城 市 肉 供 气 系统 的 设计 ,供水 系统 的 设计 、 供 电 系统 以 
及 通讯 系统 的 设计 等 等 . 我 们 把 这 类 问题 称 为 最 小 连接 问题 Cminimum connec- 
tion problem). 

构 帮 加 权 简 单 图 (G,w) ,其 中 城镇 zx; 被 视 为 上 的 预 点 ain; EEO Sc 
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«eoQÉ ci — oo, VEA A M oc; 和 城 x; 之 间 不 可 能 修筑 公路 ) worin) 二 cj. 于 是 
最 小 连接 问题 就 转化 为 在 (G,w) 中 找 出 一 棵 权 和 最 小 的 支撑 树 . 这 样 的 支撑 树 
称 为 最 小 树 (minimum tree), 

显然 ,最 小 连接 问题 有 解 , 即 最 小 树 存在 的 一 个 必要 条 件 是 G 为 连通 图 . 反 
之 ,连通 图 避 中 最 小 树 是 存在 的 (因为 由 推论 2.9.5 有 z(t) 所 rzCK,) 二 vw?), 校 举 
G 的 所 有 支撑 树 ,然后 比较 它们 的 权 和 , 找 出 最 小 树 . 用 这 种 方法 来 找 出 G 的 最 
小 树 无 疑 是 可 以 的 . 但 一 般 说 来 , 当 v 很 大 时 , 列 出 r(G) 标 支撑 树 本 身 就 是 一 件 
十 分 困难 的 事 . 因此 有 必要 寻找 求 最 小 树 的 有 效 方法 ， 

目前 有 许多 算法 可 用 来 求 加 权 连 通 简 单 图 (G,w) 的 最 小 树 ,其 中 最 为 著名 
的 是 Prim (1957) 算 法 和 Kruskal (1956) 算 法 ， 下 面 介 绍 Prim 算法 ,而 Kruskal 
算法 见习 题 (2. 5. 3). 

首先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 对 每 个 eEE(G) 均 有 wle) 二 1,G 中 任何 一 棵 支 
撑 树 都 是 最 小 树 ， 于 是 ,只 须 构造 出 任何 一 标 支 撑 树 就 可 以 了 . 基于 习题 1. 5. 4 
(a) ,有 如 下 递归 算法 : 

1. ER r EVG), Vo= (m) Ty m, &—0. 

2. 若 V Ti a 已 选 好 , 虽 任 取 €, € (V, Via. 因而 存在 u€ V, x 

CV. tË Ek TUTE. ^ Vi=Ve U zr} T, = Te: Her. 
3. r&y —1. WEE 2:25 k=l, Mi. 
这 个 算法 是 可 行 的 ,因为 每 步 构 造 出 的 是 顶点 集 为 V. 的 子 树 Ti, 由 于 G 是 
连通 的 ,所 以 该 算法 必 停 止 于 VV; 二 VCG) 和 GG HREH T.. Prim 推广 了 
上 述 算 法 到 一 般 情形 . 
Prim 算法 
1. ER r EVG), Kro) =0, Kr) = colr Exi), Vo = (9) , Tox; H k= 
0. 

2. XE V rE NoGn- NV P weno c), WAW- nR r). 
选取 r, € Ve tË r Smin rE V). I e 5 ur uE V fE w 
(e) IG. A Va =V U fi? T=T Fer 

3. Æ Ey —1, MFE 2; 若 =y 1. MFE. 

Prim 算法 的 执行 过 程 是 最 小 树 的 增长 过 程 ， 

例 2.5.1 考虑 图 2. 13(a) 所 示 的 加 权 图 (G,w). 按 Prim 算法 构造 最 小 树 
T, 的 过 程 图 解 在 图 2. 13 中 ,其 中 人 b) 所 示 的 是 算法 的 第 1 步 ; 而 (到 《所 示 
的 是 算法 第 à 步 的 6 次 迁 代 ,每 次 迁 代 后 得 到 一 个 新 顶点 X) 和 一 条 新 边 e, GH 
中 粗 边 所 示 )， 最 后 得 到 的 最 小 树 工 -1 如 图 2. 133000 Bros CREZD. wT, 0 —21 
《 即 各 顶点 标号 ICO ZCRD. 口 
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下 述 定理 确保 了 由 Prim 算法 求 出 的 T, dà G go t. 


图 2.13 Prim 算法 的 应 用 
定理 2. 10 f£ Prim 算法 求 出 的 1 是 加 权 连 通 图 (G,w) 的 最 小 树 . 
证 明 我 们 只 人 须 证 明 T, EG 中 某 株 最 小 树 的 子 图 .对 420 用 归纳 法 . 当 
k=0 时 ,结论 显然 成 立 ， 假设 结论 对 k—1 成 立 . 考虑 Ti =T; te. 
我 们 先 证 T, 是 树 . UH EA BUR Te Et HET V Te) —V H e E Ec 
[Vii Vii IE 1. 5. 4G0 RET e 的 存在 性) ,所 以 T, 是 连通 的 . 又 因为 e 
Sur uE Vix €Voa Bri x, 是 Ti "P 1 BEAR BE Ti = Tii te 无 图， 
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因而 是 树 . 
下 面 证 明 T, 是 G 中 某 株 最 小 树 的 子 图 ， 由 归纳 假设 T- 是 G 中 最 小 树 
T? 的 子 图 .==T_1 十 ep. X e€T: WT J& T^ HF HI. Xie T , 则 由 定 
2.5 知 工 * -Fe, 会 唯一 图 C. BI e EE Vii Vind ,所 以 存在 eiEC 并 及 
e € Ec(Vi Vraie ea GT ST +e) er WE RET. 于 是 我 们 只 
须 证 明 TT 也 是 G 的 最 小 树 . 由 于 工 是 连通 的 ,并 且 e(T) 二 wv 一 1, 所 以 由 定理 
2.35] T EG 的 另 一 株 支 撑 树 ,并 有 


wT) = wT) Hwee) — weee). (2. 10) 

在 Prim EE roe Iu e, € Ec (Va Ve O BAAR, ATA 
wee) xz we). (2.1D 
结合 (2. 10) 式 和 (2. IDA wCT Ow (T0, BUT dde G. 的 最 小 树 . 由 归纳 原 
理 , 定 理 得 证 . 口 


现在 ,我 们 估计 利用 Prim 算法 求 最 小 树 最 多 需要 计算 的 次 数 .执行 第 1 步 
需要 y+3 次 ,第 3 步 需 要 执行 ,一 1 次 , 第 2 步 需要 的 行 ,一 1 次 . 第 上 次 执行 第 
2 步 中 “用 wGe, DAR IGO "BE EE Ne Cem) NV :中 顶点 标号 长) ,最 多 
AE Vi =v 1 次 替代 ;而 执行 “选取 ze € Vai E Ca) = minia) :XE 
Via Y'BEEREAE TRES Hf v — k iK CBE TEDVET 6m ux, n € Via B wee) — Cn" 
时 ,xzE Nero (Vico 故 最 多 需要 大 一 1 次 比较 ,再 加 上 两 次 赋值 于 Vi AT.. 
此 第 2 步 最 多 需要 计算 次 数 为 


Stoet n 十 一 上 十 一 1 十 2] = y +i 
于 是 该 算法 共计 算 次 数 最 多 为 
G3 G—D- S 4 3v—2— SV 3» 
稍 加 修改 Prim 算法 的 第 二 步 , 就 可 以 用 来 求 有 向 加 权 图 中 根 在 zo 的 最 小 


支撑 树 形 图 (如 果 该 图 存在 根 在 r 的 支撑 树 形 图 的 话 ), 留 给 读者 自习 之 ( 导 题 
2.5. 5). 


一 个 图 论 算法 称 为 有 效 的 (efficient) 或 好 的 {goodj ,如 果 在 任何 图 上 执行 这 
个 算法 所 需要 的 计算 次 数 都 可 由 v Me 的 多 项 式 ( 例 如 3v2e) 为 其 上 界 . 这 个 上 
界 , 习 惯 上 称 为 计算 复杂 度 , 简 称 为 揽 厅 度 (complexity). 例如 ,Prim 算法 的 复杂 


度 为 总 ,十 这 mw 记 为 O07)， 一 个 算法 的 复杂 度 车 为 指数 (例如 2) 或 v1, 则 当 ， 


较 大 时 ,该 算法 是 无 效 的 , 一 个 问题 T, 如 果 存 在 一 个 有 效 算法 来 求解 , 则 称 T 
为 卫 问 题 ， Prim 算法 的 复杂 度 为 OW ) ,所 以 该 算法 是 一 个 有 效 算 法 , 即 最 小 连 
接 向 题 是 P 问题 , 有 一 类 问题 被 称 为 NP 问题 . Cook(1970) 发现 NP 问题 中 有 
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一 类 问题 , 若 能 判断 其 一 是 P 问题 , 则 这 类 问题 中 都 是 P 问题 ， 这 类 问题 称 为 
NP 完全 (non-determimistic palynomial complete) 问 题 ,简称 NPC 问题 . 
图 论 中 有 许多 问题 属于 NPC 问题 ， 欲 作 进 一 步 了 解 的 读者 可 参阅 Garey 
&. Johnson (1979) „Gibbons 1985) 著 作 的 第 信 章 和 王 树 禾 (1990) 著 作 的 第 十 
五 ,十 六 章 以 及 谢 政和 李建平 (1995) 著 作 的 第 十 一 章 ， 


习 题 


2.5.1 利用 Prim 算 法 求 下 列 加权 图 中 的 最 小 树 . 
2.5.2 证明 : 若 加 权 和 连通 箭 单 图 G 中 每 条 边 的 权 不 同 , 则 由 Prim 算法 求 得 的 最 小 树 是 唯一 
的 
2.5.3 求 加 权 连 通 简单 图 (G,w) 中 最 小 树 的 Kroskal 算法 如 下 : 
1 选取 “EECG) 使 We) 尽 可 能 小 ， 
2. * €] vg y*^^ er 选 定 , 则 取 em € EDA e ase; } 使 GL le LETTRE ITI 1 T$: ERE TT 
H Wieit1) 尽 可 能 地 小 ， 
3 车 i<<v 一 1; 则 转 2; 若 i 一 1; 则 停止 . 
(a) 证 明 ,; 由 Kruskal 算法 构 作 写 的 子 图 必 是 6 的 最 小 树 . 
(b) 利 用 Kruskal 算法 求 出 于 图 中 最 小 树 - 


CRI 2. 5.1 813188 2. 5. 3) (习题 2.5.5) 
2. 5.+ Prim REM Kruskal 算法 是 否 可 以 用 来 求 加 权 连 遂 简 单 图 中 的 最 大 权 和 支撑 树 ? 若 
可 以 ,怎样 实 班 ? 


2.5.5 RAAKA EOD, w HRE os 的 最 小 支撑 树 形 图 的 Prim 算法 (如果 访 图 存在 

根 在 x 的 支撑 树 形 图 的 话 }: 

L Ka) 0,I rm ooGr x, V= Cn) Ta H £—0. 

2. t rE Ni Ge fV. Pwa WA we- sn) BEI EG. 
选取 € Via f£ iGn)-—mniDizeVoid.lac—Qean»ÉucVoafswu)-l 
Erd. A V,— Ve Jiris T; Ti ta. 

3. 若 上 一 1, 刚 停止 ; 若 v1. MWAH E ABLE. 
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(a) 证 明 , 由 此 算法 构 作 的 子 图 必 是 厂 中 根 在 zx 的 最 小 支撑 树 形 图 . 
(b) 利 用 此 算法 求 出 上 图 中 根 在 z 的 最 小 支撑 树 形 图 . 
(c) 证 明 :此 算法 可 以 用 来 检验 任何 有 亩 图 是 否 存 在 根 在 z 的 支撑 树 形 图 ， 


2.6 最 短路 问题 


设 有 一 个 铁路 系统 连接 着 阁 干 个 城市 ,x 是 该 系统 中 的 一 个 国定 城市 ( 比 
如 是 首都 或 者 省 会 城市 ). 在 该 系统 中 试 求 从 ro。 到 其 他 各 城市 的 最 短路 线 . 这 
个 问题 称 为 最 短路 问题 (shortest path problem). 

我 们 用 一 个 加 权 简 单 无 向 图 (G,w) 来 表示 这 个 铁路 系统 ,其 中 mwE 60. 边 
< 一 zy 上 的 值 w(e) 表 示 城 市 x 和 城市 y 之 间 的 铁路 里 程 ， 于 是 最 短路 问题 就 归 
结 为 在 加 权 图 (G,w) 中 找 出 从 顶点 xs 到 其 他 顶点 y 且 具 有 最 小 入 的 zoy 的 路 ， 

更 一 般 的 最 短路 问题 的 提 法 是 ; 设 (D,wW) 是 有 正 值 加 权 简 单 有 向 图 , ms 是 
中 的 一 个 固定 顶点 寻找 从 c 到 其 他 顶点 y 且 具有 最 小 权 的 有 向 路 . 

显然 ,最 短路 问题 有 解 的 一 个 必要 条 件 是 DD 中 存在 根 在 re 的 支撑 树 形 图 
EZ CE DD 中 存在 根 在 xs 的 支撑 树 形 图 , 则 最 短路 问题 一 定 有 解 . 以 下 我 们 假 
E D 中 存在 概 在 xc WARE. 

乍 看 起 来 ,最 短路 问题 与 最 小 连接 问题 很 相似 ,其 实 不 然 ， 即 使 是 对 于 无 向 
图 中 最 短路 问题 , Prim 算法 也 无 能 为 力 . 例如 ,图 2. 13(h) 中 粗 边 所 示 的 是 用 
Prim 算法 求 出 的 支撑 树 T， 由 习题 2. 5. 22. T EEKE. 沿 着 工 的 边 ， 
M. xs 38] TE 的 路 P 的 长 度 为 18, 但 从 T. 出 发 ,经 过 Xi ,沿边 并 L135 到 达 Ta 的 路 
久 的 长 度 为 8， 因 此 ,PP 不 是 0G 中 最 短 rom 路 ， 于 是 ,为 求解 最 短路 问题 ,我 们 
必须 寻找 另外 的 方法 . 

FERAHA gE Moore (1957), Dijkstra (1959), Dantzig(1960) 以 及 
Whiting &- Hillier (196C) 各 自发 现 的 . 该 算法 基于 习题 1. 5. 4(d) ,修改 了 Prim 
算法 第 二 步 . 在 整个 算法 中 ,试图 求 出 一 个 函数 [EY(D) 和 合 xo 的 顶点 子 集 序 
列 S, ARA S, 为 顶点 集 的 根 在 x 的 树 形 图 序列 T4 ,k==0,1,…,y 一 1. 

Moore-Dijkstra 算法 

l. Kro) —0, lr) = colr Ars} 9 一 (有 一 2 一 0 

2， 对 每 个 >E Nà Ga (184. FH mint GO» (Gr HF wCr 22) LBHIR EG. 

B r ENECO NS 和 z， GSR ES 4B CE; s tari )cCEOXDDEHI 
Cre) - minor) Fl) b wGajixuau 令 Siea SSi U (zeri}, 


Pa =P; Hix; $41). 
3, 著 &= 一 1, 则 停止 . 车 < 一 1, 则 用 十 1 替代 点 并 转 人 第 二 步 ， 
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下 面 举例 说 明 这 个 算法 的 应 用 . 
例 2.6.1 我 们 考虑 2.14(a) 所 示 的 加 权 图 (DD,w). Moore Dijkstra 算法 执 
行 如 下 ; 
l. Krd =0, ky) Ky) Ky) Ku) —1€ y) = 0, Sy = {xa}, Po = £o, 
k=0 LA 2. 14(b)). 
2. ONE (d S 9 N85 CO So = yny. 
KC yi) — minloo, ilen tw Ca sy) )) = min(oo,04- 71 —7, 
ly)=min{oo tlr tw llro, 522] = min(oo,0--1) —1. 
4 xi —y58i78S U(n)-in +T] } „Pi = Pet Gs zi) k= LA 2. 
Iler. 
ON Ga) (15: =N} SONS: =(y.,% 179p 
IC yj) — min(lCyi) M0 -wCGOe 3323) 6, 
ty) —min(lCy Cr Hw (ri 4422) 73, 
I yj) minii ys) IC) Hw 3522) — 8. 
4 r= y 9;;8/U Gi Gs xi; P; Pp Gn x) k= 2C, 
图 2. 14(d)). 
ONI GS; y ys! NEGO DS; — (y ys Ys). 
y=min{(ly) I re) -w(CG 3122) —5, 
IC y? —min(ICy Hre) twl (rz, Yy3))) —8, 
ys) =—=8, 
S xi— yp 5; SU Gn trm tosti sxs ta} Pa Pi Herre) 一 3 
(LES 2. 14(e))， 
(Nj (zs) 18: (Gs), ifi NE GO NSS s s d. 
Ky) — minii ys) JM Gr wr 43822] —6, 
1( 34) —8. 
4 X47 ys a = Ss U {ari} = ro ed rrr Ti} P= P T Gs uk 
=4 RE 2. 1M4CDO. 
QN. COS, Z mi NS SONS — yi. 
IK y,)—8. 
4 rs = yya Ss = S U Us ) = {ro nde s E3 xar xo) Pa Ped Cn 
zs) k= LR 2. 140g). 
3. 二 5 二 6 一 1, 停 止 . 最 后 ,我们 得 到 一 棵 根 在 ro 的 树 形 图 ,如 图 2. 14Ch) 
所 示 . O 
Moore-Dijkstra 算法 的 执行 过 程 如 图 2.14 所 示 . 每 一 步 已 确定 的 最 短 (z， 
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2) 路 用 粗 边 表示 . 我 们 将 证 明 图 中 顶点 x; 的 标号 !(z) 就 是 五 中 从 ze 到 = 的 
BEBE dp x0. 从 图 2. 14 可 以 看 出 ,Moore Dijkstra 算法 执行 过 程 实际 上 是 
D 中 根 在 x。 的 支撑 树 形 图 的 生长 过 程 . 


图 2 14 最 短路 算法 的 应 用 
Moore-Dijkstra 算法 结束 时 构 作 的 子 图 T Jv 个 顶点 ,v 一 1 条 边 , 无 轿 且 连 
A An TDI DEBES. 又 由 于 dz lro) =0,d7 (zx) 二 1(i 关 0), 所 以 (由 习题 
2,1.1),T 为 树 形 图 . 下 述 定 理 确保 了 T 中 (zu 2) 路 是 D 中 最 短 (x。 sxi) EA. 
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定理 2.11 i£ TÆ, w hh Moore-Dijkstra 算法 求 出 的 根 在 zo 的 支 把 
树 形 图 , 则 对 每 个 EVD). T Ploso RE D 中 最 短 (r, o HR. 

证 阴 ”只 须 证 明 对 每 个 xEVCD), 均 有 doles i2 54H. 

一 方面 ,由 工 的 构造 知 ,本 中 存在 一 条 长 为 (7) 的 (xo,z) 路 P. 因此 do 
Cr) 2&1) ,而 且 存在 &,x;EV(T) 和 本 中 一 条 Cxiyz) 路 了 使 XES, rj € 
S 且 P=P; 二 (zx, x), 5) —Jir ii. üt Q i£ D 中 一 条 最 短 (x。,7) 路 ,并 设 QQ 588, 
第 一 个 公共 顶点 为 y. 于 是 ?将 @Q 分 成 长 度 分 别 为 i， 和 如 WAR QGos 320 Q 
(y,7), EF € S, BEUL LEKN), 45220. 8 QRQEBE- dlar) =h t 
LIMCGO.XXSEEBH T dpto) Sir). 口 

Moore-Dijkstra 算法 是 个 好 算法 ,其 复杂 度 为 OG , 留 给 读者 作为 习题 5 死 
习题 2. 6. 1). 

Moore-Dijkstra 算法 求 出 从 zs. 到 任何 另外 顶点 x 的 最 短路 和 距离 LCD. 
由 于 .x 是 任意 到 定 的 顶点 ,所 以 当 mm 取 遍 图 中 所 有 顶点 时 , 即 Moore-Dijkstra 
算法 重复 执行 次 以 后 就 能 求 出 图 六 HAE dD. 

例如 ,在 图 2. 15 所 示 的 加 权 有 向 图 (了 DD,w) 上 执行 6 次 后 求 出 局 中 根 在 zi 
一 0,1,2,3,4,5) 的 支撑 树 形 图 如 图 2. 15 所 示 , 其 中 根 在 xz, 的 支撑 树 形 图 如 图 
2. 14(h) 所 示 ， 对 于 每 棵 根 在 x; 的 支撑 树 形 图 TL COS L0 ,顶点 x 上 的 标 
叶 即 为 距离 do Gr; c). BAdp Gr; x 作为 合力 元 素 所 构成 的 6 ETAT PE 


0 1 3 5 6 8 
12.0 2 4 7 7 
l011 0 2 3 5 
8 9 4 0 1 4 
13 14 3 5 0 8 
17 18 13 9 10 0 


称 为 距离 矩阵 (distance matrix). HEER ER 1 676€ B D i8 EL 4 (D) 
—maxldpG;2;)1 0X, js:5) —18. 

由 于 求 4(DD) 需 重复 执行 Moore Dijkstra dE v Yx fg xp BEBE IR VE 个 
元 素 比 较 , 所 以 该 算法 求 直径 的 计算 复杂 度 为 OC. 

最 后 ,我 们 解 一 个 民间 流传 其 广 的 趣味 游戏 题 ， 

例 2.6.2 RA A.B.C3 只 水 桶 ,容积 分 别 为 12 升 .9 升 和 5 升 ,A IP AES 
12 升水 , 试问: 如何 利 用 空 桶 BB 和 CC E A 中 的 水 分 成 两 半 ? 

这 个 问题 看 起 来 很 简单 , 解 起 来 却 不 容易 ， 任 何人 都 不 会 用 这 3 RMR 
LETRA LESS PRESE SEA E E RES ME NIA 
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图 2.15 根 在 (i 二 1,2,3,4,5) 的 支撑 树 形 图 

按 表 中 1,2,…,8 列 的 顺序 依次 倾倒 . 例如 ; 

第 一 步 ( 列 ) E C ER B 空 着 ,A 中 剩 下 ?7 升水 ; 

第 二 步 ( 列 ) :把 C 中 5 升水 倒 人 B 中 ,C 空 着 ,A 中 仍 有 ?升水 ; 

第 三 步 ( 列 ): 从 从中 倒 出 5 升水 到 C 中 ,此 时 互 和 C 中 均 有 5 升水 ,A PR 
下 2 升水 ; 

第 四 步 ( 列 ) :将 己 中 水 把 B 涂 满 :此 时 中 有 9 六 水 ,C PA i AKAP 
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有 2 升水 ; 
第 五 步 ( 列 ) ;将 B 中 1 升水 倒 人 及 中 ,此 时 妨 中 有 11 升水 ,C 中 有 1 升水 ， 
B 空 着 ; 
第 六 步 ( 列 ) ;将 C 中 1 升水 倒 人 B 中 ,此 时 和 丰 中 有 11 升 水 ,B 中 有 1 升水 ， 
CH; 
第 七 步 ( 列 ) :将 A 中 水 把 召 灌 满 , 此 时 4 中 有 6 FKB 中 有 1 升水 ,C 中 
有 5 升水 ; 
第 八 步 ( 列 ); 将 C 中 5 升水 倒 人 入 B 中 ,此 时 C 是 空 的 ,A 和 8B 中 各 有 6 升 
水 . 
上 述 表格 是 一 系列 试验 得 出 的 结果 ,并 没有 一 般 的 规律 可 循 。 是 否 存在 少 
于 8 次 倾倒 的 解 ? 我 们 通过 求 图 中 最 短路 来 给 出 此 类 游戏 的 一 般 解法 . 
用 有 序数 值 (5,c) 表 示 桶 B 和 桶 C 中 水 的 数量 分 布 . 例如 , 《0,0) 表 示 BU 
C 都 是 空 的 ;(6,0) 表 示 B 中 有 6 升水 ,而 CC 是 空 的 ,等 等 。 由 于 5 和 <c 都 是 非 负 
KHH btl ADORAT 26 种 取 值 : 
(0,0), (1:0), (2:0), (3,0), (4,0), (5,0), (6,0), 
(7,0,(8,00,€9,00,(0,D,(0,2,(0,32, 0,4), 
(0,5),01,5),(2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,5), 
(0,52,08,4),(9,D, (9,2, (9,3). 
用 26 个 顶点 x 代表 这 26 个 分 布 (8.c) ,顶点 Te Mre 之 间 有 一 条 边 相 连 
全 分 布 人 9,c) 和 (ec) 之 间 可 以 通过 一 次 倾倒 而 相互 得 到 , 例如 对 于 分 布 (3,5)， 
将 C 中 5 升水 倒 人 中 , 则 得 分 布 (8,0); 反 之 ,对 于 分 布 (8,0) ,用 日 中 水 灌 满 
C 便 得 到 分 布 (3,5)， 于 是 ,代表 这 两 个 分 布 的 两 个 顶点 zs 和 ze 之 间 连 一 条 
边 . 这 样 得 到 一 个 26 阶 简单 无 向 图 G, 如 图 2. 16 Brom. 


Xos Tus Xas Xa Xa As X8 
C » 9 C 
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E TA Arf Go Ir fh CH cO JE DE B 和 C 之 一 中 的 水 倒 空 或 者 洲 
满 ,所 以 ,G Æ 2 正则 的 . 于 是 ,问题 归结 为 在 这 样 的 2 正则 简单 G 中 求 一 条 从 
zw 到 x6 的 最 短路 ,由 Moore-Dijkstra 算法 求 出 这 样 一 条 最 短 (xo zac Pit CH 
2. 16 中 粗 边 所 示 )， 

P= (Zouso s Tsu Xss Ta ?0 sT 15 Zeo). 
XX AB Ero E 2 RACER D RP EAEE. 出 此 也 说 明 :至 少 需要 8 次 
倾倒 才能 把 4 中 的 水 分 成 两 半 . 

在 同样 的 问题 中 ,车 将 C 的 容积 改 为 7 升 ,其 余 的 不 变 , 则 不 可 能 将 4 中 的 
水 分 成 商 半 . 这 是 因为 对 应 的 2 正则 图 不 连通 ,而 且 Xm 与 Los ;Two 或 xss 不 在 同 
一 个 连通 分 支 中 ， 事实 上 ,zos ,zs 和 zws 所 在 的 分 支 是 由 这 3 个 点 组 成 的 三 角 
形 . 见 图 2.17 所 示 . 口 
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2.6.1 WEB: Moore Dijkstra 235 87 Ze Br OC 2. 

2.6.2 在 下 边 的 加 权 图 中 找 出 从 w 到 所 有 其 他 点 的 最 短 有 向 路 . 

2.6.3 革 公 司 在 6 个 城市 m menos 中 都 设 有 分 公司 ， 从 xi Eon; 的 直接 航程 票 价 由 下 
列 矩 阵 的 第 (i,7) 元 家 给 出 (co 表示 无 直达 航线 ). 试 为 该 公司 制作 一 张 任意 两 城市 之 
间 的 最 廉价 路 线 表 . 
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(习题 2.6.2) 

2,6.4 一 只 狼 .一 头 山羊 和 一 第 卷心菜 都 在 河 的 同一 侧 . 一 个 摆渡 人 要 将 它们 运 过 河 对 岸 . 
摆渡 人 每 次 只 能 载 一 样 东 廿 过 河 . 显然 ,不 管 是 狼 和 山羊 ,还 是 山羊 各 卷心菜 ,都 不 
能 在 无 人 监视 的 情况 下 留 在 一 起 .局 摆渡 人 怎样 把 它们 运 过 河 去 ? DOE HE 
设计 一 个 最 佳 的 运送 方案 . 

2.6.5 有 一 只 容积 为 8 升 的 椰 感 满 了 水 ,还 有 两 只 容积 分 别 为 5 升 和 3 升 的 空 桶 . 试问 ， 
(2) 能 否 利用 这 两 只 空 桶 平分 8 升水? 若 能 ,平分 水 的 最 简单 方法 应 当 怎样 ? 
Cb) 能 否 利 用 两 只 容积 分 别 为 5 升 和 ?7 逢 的 空 桶 来 平分 8 升水 ? 


2.7 电网 络 方程 


1847 年 ,Kirchhoff 发 表 了 一 篇 经 典 的 报告 ,其 中 以 公式 形式 总 结 了 电网 络 
理论 中 两 条 最 重要 的 定律 , 即 ; 

Kirchhoff 电流 定律 (KCL); 电 网络 中 每 个 节点 上 各 支 路 电流 代数 和 为 零 . 

Kirchhoff 电压 定律 (KYVL) :电网 络 中 每 一 圈 路 内 各 支 路 电压 代数 和 为 零 ， 

根据 这 两 个 定律 可 以 列 出 一 组 电网 络 方程 ,但 是 这 些 方程 并 不 都 是 独立 的 . 
当 网 络 已 知 , 如 何 确定 独立 方程 数 自 ?” 如 何 列 出 这 些 独立 方程 ?Kirchhoff 
(1847) 把 电网 络 与 图 联系 起 来 ,利用 树 的 概念 回答 了 上 述 问 题 ， 他 的 这 一 伟大 
创举 被 认为 是 图 论 发 展 的 一 个 重要 标志 . 他 所 创立 的 这 一 分 析 方 法 至 令 仍 是 电 
网 络 中 一 个 基本 的 分 析 方 法 . 

一 个 电网 络 可 以 抽象 成 一 个 加 权 图 (D,w}. 节点 视 为 顶点 , 支 路 视 为 边 ,其 
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方向 与 电流 (或 电压 ) 方 向 一 致 , 支 路 上 电流 (或 电压 ) 视 为 对 应 边 的 权 ， 显 然 D 
是 连通 的 . 例如 ,图 2. 18 中 所 示 的 是 电 说 络 和 对 应 的 有 向 图 D. 


图 2.18 电网 络 和 对 应 的 有 向 图 
用 图 论语 言 ,KCL 和 KVL 可 以 分 别 表达 为 
Mw = 0, (2. 12) 
Cu — O. (2.13) 
其 中 MB D 的 关联 矩阵 ,wE XD) 称 为 电流 列 向 量 ,而 C AKD rP B E 
Arti ate Buc aD AREARE. 
E TED 的 支撑 树 , 并 给 ECD) 中 元 素 适 当 标 号 使 和 CD) 中 对 应 于 工 药 基 
AREE Br=(‘B: L.0.€0D) 中 对 应 于 T HEER Cr= (hu C). 4 


其 中 w,—w|T, w,—w|T, 
u,—u|T, ^ u—ul|T. 
由 于 rank M—,— 1. rA, (2. 12) 中 的 方程 只 有 vy 一 1 是 独立 的 ,并 且 与 方程 
组 
Brw=0 
同 解 , 故 有 w=—B w.. 
这 说 明 支 撑 树 工 各 边 上 的 电流 可 以 用 余 树 了 各 边 上 的 电流 表示 出来. 
另 一 方面 ,由 于 满足 (2,12) 式 的 列 向 量 刘 的 转 置 wz 是 DD) 中 的 图 向 量 ,所 
以 w € €». AE w 可 以 表示 成 Cr 中 行 向 量 的 线性 组 合 ,并 且 ( 由 习题 2. 3. 6)， 
w!—(w)TCr, 
即 w= {Cr) Tw.. 
这 说 明 D 中 各 边 上 的 电流 可 以 用 余 树 工 各 边 上 的 电流 表示 出 来 . 
同样 地 ,方程 组 (2, 13) 与 一 y 十 1 个 独立 方程 组 
Cmu—0 
同 解 , 并 有 u, = — Ci. 
这 说 明 余 树 工 各 边 上 的 电压 可 以 用 支撑 树 人 各 边 上 的 电压 表示 出 来 . 
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55 —Jriii, d TE OC. 13) 式 的 列 向 量 w HE aT 与 eD FERT ES EC 
EX, BEDA u* € (DO. 因此 7 可 以 表示 成 Br 中 行 向 量 的 线性 组 合 , 并 且 ( 由 习 
Hi 2.3. 6) 

u =u Br, 
Rf u= (Br)*u,. 
这 说 明 DD 中 各 边 上 的 电压 可 以 用 支撑 树 了 各 边 上 的 电压 表示 出 来 . 

例 2.7 考虑 如 图 2.18 所 示 的 电网 络 和 对 应 的 有 向 图 已 D 中 支撑 树 代 为 
EH les eco EUER ER. CDI RKO RRF T EEE Cr A Br 分 别 为 : 
u 101 —1 M 


对 应 的 KCL 和 KVL 独立 方程 分 别 为 ， 
—j 01 0 01|z 
om | ] 10 1 | Us 
ô 1 0 
mnm 


Uu, 十 wu +w, 
Ley 十 ws 


里 
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tii + uz ^ Ha 
i »" —1t4-—u ) 
而 且 
1 0 uU 
0 1 Ya 
w-—(GCDw-|1 0 (= w , 
—1 —1 as — w — un 
0 =L — t; 
—1 1 0i — tit F i 
0 1 了 | ua 十 us 
u = (Bu, = 1 0 0llum|- Ua [] 
0 1 Ojla; t4 
;, 00 1 Hs j 
本 书 不 考虑 电网 络 方程 的 具体 解法 ,有 兴趣 的 读者 可 参见 陈 树 柏 主编 的 网 


络 图 论 及 其 应 用 ;一 书 ， 
习 题 


2.7.1 HE T—ie ee EPIS D; 和 D; 中 的 支撑 树 . 分 别 写 上 出; 
(a) KCL 的 独立 方程 
(b) KVL 的 独立 方程 ; 
Gc) w ACT w. 的 表达 式 ; 
(d) u 关于 w 的 表达 式 . 


【习题 2.7,. D) 
2.7.2 证 明 Tellegen Æ: AMEA NAN SERE TETTE ISTE D A ua 各,w 分 别 表 
IN AN 的 支 路 电压 和 电流 列 向 量 , 则 
C) u” w=0; 
GD w e =0. 
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小 结 与 参考 文献 


在 这 一 章 , 我 们 的 兴趣 是 树 . 它 是 一 类 最 简单 而 又 最 重要 的 图 . 树 的 概念 及 
其 理论 是 Kirchhoff 在 1847 年 为 解 电网 络 中 一 类 线性 方程 组 而 提出 且 发 展 起 来 
的 ，1857 年 , Cayley 在 从 事 于 计数 有 纵 定 碳 原 子 数 n 的 饱和 砚 和 所 化合物 
C,Hza4z 的 同 分 异 构 物 (习题 2. 1. 8) 时 也 发 现 了 树 , 并 提出 树 的 计数 问题 . 后 来 ， 
Jordan 作为 一 个 纯 数 学 的 对 象 于 1869 年 也 独立 地 发 现 了 树 . 

在 这 一 章 , 我 们 介绍 了 树 的 基本 理论 . 支撑 树 是 图 的 重要 概念 ， 我 们 借助 于 
线性 代数 中 线性 空间 的 理论 引进 了 图 空间 概念 ,并 利用 线性 代数 的 分 析 方 法 深 
人 讨论 了 割 边 集 与 圈 集 以 及 割 空间 与 圈 空 间 之 问 的 密切 联系 ,并 由 此 导出 了 求 
支撑 树 的 计数 公式 . 从 这 些 讨论 中 ,我 们 已 看 到 支撑 树 对 研究 图 的 结构 起 了 一 
个 重要 作用 . 以 后 ,我 们 还 要 继续 介绍 支撑 树 的 应 用 ， 制 边 集 和 图 集 之 间 的 密切 
联系 将 在 3. 3 节 作 进 一 步 的 订 论 . 

也 许 图 论 中 没有 哪 一 个 问题 像 求 最 短路 问题 那样 引 人 注 自 . 我 们 可 以 从 各 
个 不 同 的 角度 提出 最 短路 问题 ,但 每 种 倩 形 都 存在 一 个 有 效 的 算法 . 读者 可 参 
fj Dreyfus(1969) 的 一 篇 综述 文章 .本 章 介绍 的 Moore-Dijkstra 算法 可 以 适用 
加 权 ( 非 负 ? 有 向 图 或 无 向 图 .Burns & Haff(1976) 给 出 的 算法 可 以 将 全 部 支撑 
树 按 权 的 大 小 依次 列 出 . 

关于 最 小 连接 问题 的 历史 综述 见 Graham 和 Hell(1985). 最 小 连接 问题 的 
推广 是 所 谓 的 Steiner 桂 问题 , 即 求 连接 加 权 图 各 顶点 和 (如 果 必 要 的 话 ) 某 些 另 
外 顶点 的 最 小 权 支 撑 树 ， 它 已 被 证 明 是 NPC 问题 ,一 个 近似 解 的 有 效 算 法 见 
Chang(1976), 一 篇 综述 文献 见 刘 振 宏和 马 仲 藩 (1991). 

图 论 已 成 为 电路 分 析 的 重要 工具 , 欲 作 进一步 了 解 的 读者 可 参阅 陈 树 柏 等 
所 著 《 网 络 图 论 及 其 应 用 》(1982). 

化 学 被 公认 为 图 论 的 发 源 地 之 一 . 图 论 在 化学 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 并 日 
益 发 挥 着 重要 作用 . 本 节 除 习题 2 1. 8 外 ,没有 提 及 这 方面 的 应 用 . 有 兴趣 的 读 
者 可 参阅 Balaban(1976) 主编 的 专著 和 许 禄 . 胡 昌 玉 的 4 应 用 化 学 图 论 罗 (2000). 


1 Balaban A T, Chemical Applications of Graph Theory. London: Academic Press, 1976 
(中 译本 : 巴 拉 班 入 工 著 , 金 晓 龙 , 陈 志 锥 译 , 图 论 在 化 学 中 的 应 用 . 北京 :科学 出 版 社 ， 
1983) 

2 Bondy | A and Mutry U S R. Graph Theory with Applications. London and Basing- 
stoke: Mac Millan Press,1976 (PEE. HE ] A. SUE USA €.541842 5]. BeH 
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第 3 章 ， 平 图 与 平面 图 


在 第 2 章 , 我 们 已 讨论 了 一 类 最 简单 的 图 一 一 林 和 树 , 我 们 所 看 到 的 林 和 
桂 的 图 形 表示 都 是 画 在 平面 上 ,使 其 边 仅 在 端点 处 相交 ,而 且 每 条 边 都 可 以 画 成 
HRR. 这 个 事实 对 任何 图 都 成 立 吗 ? 本 章 讨 论 并 回答 这 个 问题 . 

若 图 万 存在 一 个 平面 图 形 表示 使 得 它 的 边 仅 在 端点 处 相交 . 则 称 D 为 平面 
图 , D 的 这 种 图 形 表 示 亦 称 为 平 图 ， 平面 图 或 者 于 图 是 一 类 非常 重要 的 图 , 它 
不 仅 是 图 论 研究 中 最 早 的 领域 之 一 ,而 且 还 留 下 许多 诱 人 的 至 今 尚未 解决 的 难 
题 ， 

在 这 一 章 , 我 们 主要 研究 平 图 或 平面 图 的 性 质 和 图 的 平面 性 的 判定 准则 ,其 
中 包括 找 述 平 图 的 顶点 数 , 边 数 与 障 数 之 间 关 系 的 Euler 公式 和 平面 图 判定 淮 
则 的 Kuratowski 定理 . 两 个 非常 重要 的 非 平面 图 Ks 和 K3.; 在 刻 面 平面 图 特征 
上 起 了 一 个 重要 作用 ( 见 Kuratowski €). 我 们 介绍 Kuratowski 定理 的 最 简 
单 证 明 . 我 们 将 利用 圈 空 间 和 割 空间 的 理论 刻 划 平面 图 的 另 一 个 特征 和 平面 图 
HAE. 我 们 还 将 介绍 一 个 好 算法 ,利用 这 个 算法 ,可 以 判定 任何 一 个 图 是 否 是 
平面 图 . 

图 的 平面 性 问题 ,除了 它 的 理论 意义 外 ,有 许多 实际 应 用 . 例如 ,在 印刷 电 
路 的 布线 板 中 ,一 个 特定 的 电网 络 是 否 可 以 嵌入 该 平面 板 中 而 使 线路 不 交 丸 . 
本 章 介绍 的 算法 将 有 效 地 解决 此 问题 . 在 应 用 部 分 中 ,我 们 还 将 利用 Euler 多 面 
体 公式 来 证 明 " 仅 有 5 个 正 多 面体 ”这 个 古 希 腊 人 早 在 两 千 多 年 前 就 知道 的 结 
果 . 


3.1 平 图 与 Euler 公式 


设 5 是 一 个 给 定 的 曲面 ,比如 平面 .球面 .双环 面 等 等 。 如 果 图 局 能 画 在 曲 
ES 上 使 得 它 的 边 仅 在 端点 处 相交 :, 则 称 D TTEA h E embeddable in the sur- 
faco S. DES EKREM D Foy D Te S. LJAN (representation). HFA 
ETERA HE S 与 图 中 边 的 方向 无 关 , 所 以 ,我 们 只 须 考 虑 无 向 图 GREA 
问题 。 本 章 只 讨论 S 是 平面 或 球面 的 情形 . 事实 上 ,我 们 有 下 列 结论 . 

定理 3.1 图 G 可 幅 入 球面 $C 可 其 入 平面 

证 明 ” 考 虚 球 极 平面 射影 ( 见 图 3. D. 球面 5S 与 平面 P 相 切 ,过 切 点 的 直 
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径 的 另 一 端点 为 = 定义 映射 p:S-> 忆 如 下 :对 任意 点 *E SX {z} 和 点 pE PA 
(co) 34 BOUM zi pis HRR p GO) — p JEB p=. 易 知 pg 是 双 射 


31 球 极 平面 射影 
WEG RH AERE PG EG 在 P LARR M g ORE G ERES 上 的 
表示 . 反之 , 设 癌 是 G ES 上 的 表示 . P z PEČ 的 顶点 上 ,也 不 在 侣 的 
边 上 , 则 pOH GEP EHER. AE GIRARE SSG RT ASETR P. 
口 
由 定理 3. 1 知 ,图 可 戏 人 平面 与 球面 是 一 回 事 ， 以 下 我 们 只 须 讨 论 图 的 平 
HRA. 
HE GRAFH RRE) ME G 是 平面 图 (planar graph). RARAY 
面 (或 球面 ) 的 图 称 为 非 平面 图 (nonplanar graph). G 的 平面 表示 用 他 来 表示 . Č 
本 身 可 看 作 是 同 构 于 G 的 图 . C: 称 为 平 图 (plane graph). 
图 3. 2 所 示 的 是 平面 图 G 和 它 的 平面 表示 蕊 ,其 中 G=Kzs( 表 示 从 Ks 中 
除 掉 任何 一 条 边 后 而 得 到 的 图 ,这 里 =Ks,s 一 zw)，Kzxs 的 这 种 平面 表示 也 可 
以 看 成 是 它 在 四 面体 上 的 一 个 嵌 人 ,使 其 项 点 和 边 都 在 该 四 面体 的 枝 上 ， 这 种 
表示 将 在 定理 3. 6 的 证 明 中 用 到 ， 


G- Ki G 
3.2 SEE G RUERGEBSG 
一 个 非 空 平 图 G 把 平面 P 划分 成 若干 个 连通 区 域 . 这 些 区 域 称 为 G 的 面 
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(face). 用 F(G) 和 PG) 分 别 表示 平 图 GG 的 面 集 和 面 的 数目 . 例如 ,对 于 图 3. 3 
所 示 的 平 图 G, 
FQ — Cs fas fas fas foo faclo $6 -—|FG»|-6. 


3.3 平 图 的 面 

易 知 ,对 于 任何 平 图 G HA $(0 0021, EL $00) —19G EK. $002: 265G 
中 含 回 ， 

用 Bo( 亡 表示 平 图 G 中 面 六 的 边界 (boundary), 它 是 G 中 若干 条 边 不 变 财 
链 之 并 ， 例 如 图 3. 3 Br E BREL GrP f£. 的 边界 

BaCfi) = x4 ei 31 €; Xa € Xs ét X3 Eg Xs €s Xs Eg X3. 

BP miami Bie dc (站), 称 为 面 B3 BECdegree of a face)， 如 图 3. 3 
HHE GR delfi) m7, dolf) 1. 

平面 图 G 的 任何 平面 表示 台 恰 有 一 个 含 平面 P 中 “cc" 点 的 面 , 该 面 称 为 妃 
的 外 部 面 (exterior face). 例如 ,在 图 3. 3 所 示 的 图 中 , f. 是 外 部 面 , 设 G 是 平面 
图 ;x 是 G 中 任何 一 个 顶点 , 则 不 难 证 明 ( 习 题 3. 1. 2) ,存在 G 的 平面 表示 各 使 
f8 EČ 的 外 部 面 的 边界 上 . 

TA G HEE dc CARI, e(G) 有 下 列 关系 ， 

定理 3.2 对 于 任何 平 图 上 G, 均 有 

>) del fP) = lG). 


JEG 


证 明 若 恕 是 空 图 ,定理 自然 成 立 , 下 设 @G 非 空 , 设 e 是 G 的 任意 一 条 边 ， 

Wil] e 要 么 在 某 两 个 面 的 公共 边界 上 (如 图 3.3 中 局 的 边 ei 在 面 fi 和 面 fz 的 公 

共 边 界 上 ), 要 么 在 茶 个 面 的 边界 上 出 更 两 次 (如 上 例 中 的 边 es 在 面 fi 的 边界 
上 出 现 两 次 ). 因此 ， 

DY dC) = G). [^ 


Jero 
定理 3.3 (Euler 公式 ,Euler,1753) ” 设 避 是 连通 平 图 , 则 
y—e-$—2. (3.12 
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证 了 明 

方法 1 设 G 是 连通 的 平 图 ,并 且 设 了 是 G 的 支撑 树 , 则 CT) —1. 由 定理 
2.3 知 eCD —e—v41. 

由 定理 2.5 知 ,对 任何 eEE(T),e 在 且 仅 在 G 的 两 个 不 同 面 的 边界 上 ， 另 
一 方面 ,G 中 任何 两 个 不 同 的 面 都 以 (了) 中 边 为 公共 边界 ， 所 以 $00) — 9CT) 
十 e 一 vy 十 ] 二 e 一 y 十 2, 芭 Euler 公式 (3, 1) 成 立 ， [1 

方法 2 对 yz] 用 归纳 法 . 34 $—1 时 ,G 中 无 图 ,又 是 连通 的 ,所 以 由 定理 
2,3 知 s 一 "一 1, 于 是 结论 成 立 . 假设 对 面 数 $<<x 的 所 有 连通 平 图 ,结论 都 成 立 . 
设 G 是 $8(G)=n 之 2 个 面 的 连通 平 图 , 因而 G AAC ER eE EC, i Ge 
是 连通 平 图 且 $(G—o0-—n—1. 由 妇 纳 假设 有 

v(G—e)—e(G—e)d-4(G—e) =2. 
再 由 关系 式 v(G—e)=v(G), 
elG—e)=e(G)—l1, 
$(G—e) —4G)—1. 
就 有 vy(G) 一 etG) 十 8G) —2. 由 归纳 原理 知 定理 得 证 . 口 

推论 3.3.1 设 G 是 平 图 , 则 vy 一 e 十 $1 十 久 

推论 3.3.2 平面 图 G 的 所 有 平面 表示 G 都 有 相同 的 面 数 . 

推论 3.3.3 i$ GE C930 Br (Bj ER 2 部 分 连通 平面 图 , 则 

E<S25 一 4， 

证 明 设 必 是 G 的 平面 表示 , £ GEB BERE Z2 3.6 —v— 1«c2y— 4. 
下 设 台 中 含有 图 . 由 于 台 是 2 部 分 图 ,所 以 各 不 含 奇 圈 . 因此 对 每 个 EFG., 
HA da N24. 由 定理 3. 278 

dp J) delf) = 2e, 


€ FG) 

Bl £24. 于 是 ,由 Euler 公式 (3， 1) 得 E&.2y— 4. L1 

推论 3.3.4 KK;,: 是 非 平面 图 . 

证 明 HFK. 2 部 分 图 ,并 且 eC(K3.3) 二 9,y(Ks,s) 一 6, 所 以 若 Ka d 
面 图 , 则 由 推论 3. 3. 3 应 有 

9—e(K,32x:2:(K542—4—8. 

这 不 可 能 , 故 于 :3 是 非 平面 图 ， C] 

设 避 是 简单 平面 图 ,x y 是 G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 . ZG xy 是 非 
平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 (maximal planar graph). 

由 定义 立即 可 知 ,任何 y( 尖 3) 阶 极 大 平面 图 G 的 任何 平面 表示 避 的 每 个 面 
都 是 三 角形 ， 例 如 , 见 图 3, 4(a) 中 所 未 的 是 一 个 极 大 平面 图 ,(b) 中 所 示 的 是 它 
的 一 个 平面 表示 ， 
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极 天 平面 图 的 平面 表示 称 为 三 角 剖 分 平 图 (triangulation of a planegraph) , 
简称 三 角 章 分 图 (triangulation). 


23 Zi 
X y Zi z, ^ 
(a) (bi 


Bl 3.4 
238 3.4 iEG REC EET SECETELEEI N GEHE SE ELER 24 LAE 34 6 — 3» 
—f. 
证 明 由 于 G 是 vy{ 实 3) 阶 简单 平面 图 ,所 以 G 的 平面 表示 是 极 大 的 名 对 
每 个 JE FOIE dsC-3. 于 是 


3 


(c) 


>) daf) = 34. 
f€ FI 
再 由 定理 3.2 有 2e—36. 由 Euler 公式 得 
eec , 
BI f e—3v— 6. [] 


推论 3.4.1 设 G 是 uv( 实 3) 阶 简单 平面 图 , 则 ex37— 6, 
推论 3.4.2 设 G 是 简单 平面 图 , 则 6<<5, 
证 明 当 yv==1,2 时 ,结论 成 立 是 显然 的 . 若 v 衬 3, 则 由 推论 1. 1. 1 和 推论 3. 
4.1 有 
à S Ddelr) = 2: xc 6v — 12, 
sEV 


即 得 S<s5. 口 
推论 3.4.3. K; 是 非 平面 图 . 
证 明 若 Ks 是 平面 图 , 则 由 推论 3. 4. 1 应 有 
10=e( Ks)<3v( Ks)—6=9. 
矛盾 ,所 以 天 * 是 非 平 面 图 . C 
平面 图 的 下 列 特征 是 Wagner(1936) 和 Fdry(1948) 独 自发 现 的 ， 
定理 3.5 设 G 是 简单 平面 图 , 则 G 有 平面 表示 心 使 各 中 每 条 边 都 是 直线 
段 . 
证 明 只 要 对 极 大 平面 图 CG 来 证 明定 理 成 立 就 可 以 了 . 对 阶 数 CR FRI 
纳 法 . 当 * 一 3 时 ,G 是 三 角形 ,定理 显然 成 立 . 假设 定理 对 所 有 阶 数 小 于 v 的 极 
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大 平面 图 都 成 立 , 并 设 G 是 v( 之 4) 阶 极 大 平面 图 . 不 妨 设 忆 是 三 角 齐 分 图 选 
取 xEV(G) 使 x 不 是 外 部 面 边 界 上 的 点 , 取 yE NoGO. 于 是 xy 仅 是 某 两 个 内 
部 三 角形 的 公共 边 . 不 妨 设 这 两 个 三 角形 分 别 为 (z) sT Vezi ) 和 £^ PARIET ) 
( 见 图 3. £Cb0. 考虑 边 zy 的 收缩 图 局 。zy, SG" xy 中 x Wy KAHA pH 
令 G' 为 G，xy 中 删 去 重 边 后 得 到 的 图 ( 见 图 3.4C00. RR G' 是 平面 图 ;而且 
由 定理 3.4 有 
e(G)&(G) -3—3(G) 11 —6—34(G) —6, 

再 由 定理 3.4 知 GG 是 (y 一 1) 阶 和 极 大 平面 图 由 归纳 假设 ,G 有 平面 表示 人心“ 使 避 ' 
的 每 条 边 都 是 直线 段 . 

考虑 C mill pz. 和 pes. 将 它们 分 裂 成 两 个 三 角形 ( 见 图 3. 4(c) 和 (Cb)), 这 
样 得 到 的 图 避 就 是 G 的 平面 表示 ,而 且 每 条 边 都 是 直线 段 . 由 归纳 原理 ,定理 得 
证 . 口 ] 

图 3. 5(a) 中 国 的 一 个 平面 直线 段 表示 如 图 3. 55b) 所 示 ， 


(a) tbi 


图 3.6 平面 图 和 它 的 平面 直线 段 表 示 


习 a 


3,1,1 证明， 
(WG 是 平面 图 SG 的 每 个 连通 分 支 都 是 平面 图 ; 
(045 GEE, A ve $4 1. 
3.1.2. G0 设 G 是 平面 图 ,rEY(G) 或 者 ecE EG), EIE G (0-1 ERR G fox 


GR evt G 的 外 部 面 的 边界 上 . 
(b) 证 明 : 避 是 平面 图 3G 中 每 个 块 都 是 平面 图 . 
3. 1.3 ”证 明 : 每 个 简单 平 图 都 是 某 三 角 章 分 图 (v23) 的 支撑 子 A. 
3.1.4 设 G 是 v( 之 4) 阶 图 ,ws ARG 中 i 度 点 数目 . 证明， 
WË GEZA, 
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Sys T- 2i 77 us e TF Zu e mr (O5 — 6) 3-125 
(b G E.W vi 7347-2, T 3y; Hee CA— Ya t2 
3.1.5 EH E XEOHELISPE ES] G EP ERE 4 HE dl 0] e 一 2 一 4 
3.1.6 设 台 是 连通 的 3 IERIPE Pl 6s Ro LEE OS? 的 面 数 .证 明 : 
(a) 12—54, 4f; T- 34. 4-244 — d — 4 — 24. — 
(bo G 中 存在 其 面 度 小 于 6 的 面 . 
3.1.7 证 明 ， 
(adi G REK g 23 的 连通 平面 图 ,由 
Egy 2)/(g—2); 
(b) Petersen / fé AESÉ EE. 
3.1.8. ta) 证 朋 ; 若 上 是 v 之 11 阶 简单 平面 图 , 则 G Je dE EL CW. T. Tatte (1973) EL iE 
Jia BE ,29 or. 
《b) 找 出 一 个 8 阶 简单 平面 图 GEG 也 基 平 面 图 . 
3.1.9 WE GAB SP mig. 证 明 ， 
WF "之 4 则 握 中 至 少 有 4 个 其 度 委 5 的 顶点 ; 
《bp) 存 在 且 仅 存在 一 个 4 正则 三 角 训 分 针 ; 
to 车) 二 5, 则 如 中 至 少 有 12 个 5 度 点 . 
3.1.10 B S— n es za) 是 平面 上 zn 个 点 的 集 (n 实 3), 其 中 任何 两 点 之 间 引 离 实 1. 证 
明 : 最 多 有 3n 一 6 个 点 对 ,其 距离 恰好 为 1. 
3.1.11 设 避 是 简单 平面 图 , 且 A(G)==v 一 1. 证 明 ; 著 y 宇 5, 则 G 中 存在 不 相 邻 两 顶点 使 其 
顶点 度 都 所 3. 
3.1.12 设 避 是非 平面 图 .车 GG 中 每 个 真子 图 都 是 平面 图 , 则 称 恕 为 极 小 非 平 面 图 {mini- 
mal nouplanar graph). 证 明 : 
GO. K; 和 KK. 都 是 极 小 非 平 面 图 ; 
(bp) 极 小 非 平 面 图 必 是 块 . 
3.1.13 给 出 下 列 2 图 的 平面 表示 ,使 其 所 有 的 边 都 是 直线 段 . 


(习题 3. 1.13) 

3.1.14. 车 图 DD 可 以 画 在 三 维 空间 Ri 中 使 得 口中 任何 两 条 边 不 在 非 顶 点 处 相交 , 则 称 口 
AJARA R^. 证 明 ， 
Ca FERRI ETAR RT DEA, R; 
Cb) £Efar fé c reg PE n] I ARBA R. 

3.115 将 全 表示 成 k 个 边 不 交 平 面 图 之 并 ,这 个 的 最 小 值 称 为 上 G 的 厚度 (thickness》, 记 
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Ó HO. CERE GG T1696 是 平面 图 . 
ta) 设 G 是 简单 图 ,证 明 ; 24 v3 NI. 


GD | ss | 


Gp KK) 六 | SED | 并 且 等 号 对 所 有 m3<n<<8) 成 立 ， 


GD AKOS | EE7 | ( 现 已 证 明 除 KKs) 二 (Ko) 二 3 外 ,对 所 有 的 (3<non 关 


9,10) 等 号 成 立 》. 

{b) 构 作 3 个 9 阶 平面 图 GG GG 和 和 3 个 10 阶 平面 轿 Hi Ha Hs 使 

(DD Ks =G DGO; 

aD Kw = HOHH. 
(XI 2 3:4.5.6,7, 8, EC) RGDA. 

3.1.18. YE G iif mH. E MAAZEE NA AKAH G0 3E XLI Cerossing mmber) i r 

(3). FE rn 06G 是 平面 图 , 证 明 ， 
(a) z( K;) 21; 
(bo rCGK 421—1; 
(c) rCK,)—3. 


3.2  Kuratowski 定理 


在 上 一 节 中 ,我 们 得 到 了 平面 图 的 若 于 必要 条 件 ， 利 用 这 些 必要 条 件 , 我 们 
证 明了 Ks 和 天:,: 都 为 非 平面 图 ， 在 这 一 他, 我 们 将 看 到 这 两 个 非 平 面 图 在 刻画 
平面 图 的 特征 中 起 了 重要 作用 . 

先 引 入 边 细 分 的 概念 . 设 eEEC(G) 且 Jw(e) 一 xy， 边 e 的 细 分 (subdivision 
of an edge) 是 指 从 G 中 删 去 e 并 用 一 条 与 G 内 部 点 不 交 的 长 度 之 2 的 路 连接 x 
Tüy. 如 图 3.6 所 示 . 


e 


3.6 边 。 的 细 分 
图 G 的 细 分 图 (subdivision of a graph) 是 指 把 G 的 边 进 行 一 系列 细 分 而 得 
到 的 图 .例如 ,图 3.7 所 示 的 是 Ks.; 的 一 个 细 分 图 仍 记 它 的 "2 部 划分 "为 {X， 
Yh HP X= {t yxz ra 一 lyio yos h 图 中 通过 细 分 边 Tiy; 而 得 到 的 zy; 
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路 P. 仍 记 为 " 边 ”P 1 


图 3.7. 其 ss 的 细 分 图 

我 们 还 需要 下 述 概 念 . 它 不 仅 用 在 Kuratowski 定理 的 证 明 中 ,还 将 在 3.5 
节 中 用 到 它们 ， 

i H ÆG 的 子 图 ,在 ECG)\E(H) 上 定义 关系 %~” 如 下 ; 

e ecd G 一 E(H) 中 存在 一 条 链 W 使 得 

《iD W 的 第 一 条 边 和 最 后 一 条 边 分 别 是 e 和 es 

GD W 的 内 部 点 与 互 是 不 交 的 . 

容易 验证 “一 "是 ECG)NE(CH) 上 的 等 价 关系 . 由 关系 “一 ”的 等 价 类 导出 的 
G-E HF ATE B, s Bosta B, RHG m H 4x. 

从 定义 直接 推出 :车 BB 是 G LH AXI B Jeu 8. HE B 的 任何 两 项 
ARASH 内 部 点 不 交 的 路 连接 着 ,而 且 任何 两 个 不 同 的 及 分 支 是 边 不 奕 的 ， 

对 于 后 的 五 AE B, WVB, DSVD AVH) #7 VG, HA B ff 
日 在 G 中 的 接触 点 集 , 

在 图 3. 8 Bros SUPR G P, PE H HRAC ix xs Ta Xr Te 3 T1798 ;Tg Xi, 
B, ,Ba ,了 ,也 分 别 是 分 中 4 个 五 和 分支 ,Ve(Bi ,H) =Ve B HD — ni oxs m3) s 
Vel B, HD — bx axe xe xao Vo BA, Ho {X3 xs f. 

下 述 定理 给 出 了 平面 图 的 一 个 特征 , 它 
是 波兰 数学 家 Kuratowski(1930) 和 美国 数学 
家 Frink & Smith(1930) 独 立 发 现 的 ,但 一 般 
文献 中 都 称 为 Kuratowski 定理 . 这 里 给 出 的 
是 H. Tverberg(1989) 的 证 明 . 

定理 3. 6 (Kuratowski 定理 》 GF 
面 图 SG NA K: $ K: MEAT B. 


证 明 必要 性 明显 (习题 3. 2. 1). 下 证 
充分 性 . 显然 只 需 对 连通 的 简单 图 来 证 明 . 
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MASS e] EI. DRERI 3. 2.2), (AER THE G E — IE 
KORTENE ETE Ks 或 Ks.1 细 分 图 的 极 小 非 平面 简单 图 , 则 GG 是 块 , 即 G 
不 会 割 点 (习题 3. 1. 12), 我 们 不 妨 假 定局 例子 图 HHF H&K, (Ks 去 掉 一 
id) Kia (K kH ima N. 

GEH Ks 的 细 分 围 . 由 于 理 是 平面 图 ,G 是 非 平 面 图 ,所 以 必 存 在 G 的 
日 分 支 日 与 日 至 少 有 两 个 接触 点 + 和 y( 因 避 不 会 制 点 ). GP XB Pry 
路 (图 3. 92) Pd P.H] xy C ECHD CE B] GAK: 82H. di T GÀ 
意图 ,所 以 VCP23, B. HUPA Kuw EL CIL B] 3. 90500. Bp at, AT] RR 
ZHK AmA, CZ 2"53U,Y).EvT XSi ypz Y= iru, 
w) , 且 不 含 " 边 ”P。 (参见 图 3. I. 


x 


X Pd 
P 
r Y H 
w 
z w 
u y 
(a) 如 中 子 图 HUP (b HUP p TEKA E 
图 3.9 
A E BI dE S UE EE 


的 ,我 们 试图 将 G Xe E Hog n 
FAFA. 设 四 面体 丁 的 4 个 顶点 为 工 ， 
yir PHEA H 的 顶点 除 x,yyrou 外 
AdREJET PIE. BGt.H 中 至 少 还 
月 两 个 顶点 ,比如 zw 和 ARETHA 
Sodk E.CRAGE woe c 分 别 被 点 在 了 的 
楼 .ry 和 rx 上 ( 见 图 3. 10). $ Gita 
面 性 和 v(G} 的 最 小 性 知 ,di;(w}) 守 3 且 yg 
do 23, PE VA w Sa z AREE Hr AL 图 3.10 
的 接触 点 . 

RBGHA«E. BT GORAK.8maHl. P BH 的 接触 点 不 在 丁 
8) XIX b. Hw, Zt, wfr 在 中 上 , 则 全 中 含 天 83 的 细 分 图 于 是 卫 与 
H 的 接触 点 或 者 全 在 本 的 一 条 楼 上 (此 时 称 电 为 小 分 支 ), 或 者 在 本 的 某 个 面 
的 2 条 或 3 条 边界 上 (此 时 称 召 为 大 分 支 )， 因此 局 的 每 个 分 支 都 在 荆 的 荣 一 
Ad E. 
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设 B, f$ B, 分 别 是 五 ERAS wfr HTE. 由 v(G) 的 最 小 性 知 ,G 
—1w fe G— x ERAT. 所 以 ,车 Bu 是 小 分 支 , 则 不 影响 任何 另外 分 支 嵌 入 
T. A, 35 GO BERE TRI B, o XX. BIB. 也 是 大 分 支 . dd B. 
和 B, 都 不 影响 任何 另外 大 分 支 的 嵌入 ,所 以 Bue BL REA RAEBGE 
AT. RHEB 5H 的 接触 点 在 工 的 棱 .rr b TEER rr EAE Sab, 
c, 其 中 65,b( 可 能 有 一 了 5) 在 a 与 c 之 间 , 且 a 与 c 是 B K H 的 接触 点 起 和 下 分 
别 是 B,feB, 与 日 的 接触 点 ( 见 图 3.10. 4E H CP T hikar 上 的 ac 路 换 
成 中 中 的 ac 路 (图 3, 10 中 粗 边 所 示 }) 而 得 到 的 子 图 为 日 .并 令 忆 是 由 Bw 中 
ub dede T Par 上 的 友 ' 路 以 及 B, 中 的 b'z 路 的 并 而 得 到 的 wz 路 (图 3. 
10 3n gi PEOR] H'UP 为 上 s,s 的 细 分 图 ,矛盾 于 假定 ， 充分 性 得 证 ， [] 


由 Kuratowski 定理 (3. 6), 我 们 立刻 可 以 断定 所 有 树 都 是 平面 图 ， 同 时 也 
可 以 断定 Petersen 图 不 是 平面 图 ,因为 它 含 有 天 :.: 的 细 分 图 ,如 图 3. 7 所 示 ,其 
中 “2 部 划分 ”为 {X,Y} ,X= {rr ,Tt Y= {y s Y2» Ya ). 

平面 图 还 存在 若干 个 特征 ,如 Wagner 《1937) 证 明了 :图 避 是 平面 图 SG 不 
A IAS Ks 或 Kum T BI. 

又 如 MeLane(1937) 证 明了 :图 G Je ri eG 有 一 个 基本 图 集 ,与 男 一 条 
圈 的 并 正好 会 G 中 每 条 边 两 次 

在 下 一 节 , 我 们 将 给 出 平面 图 的 舅 一 个 特征 . 


3 
r) IP 


3.2.1 WH: 
WH G 是非 平 面 图 , 则 局 的 每 个 细 分 图 也 都 是 非 平面 图 ; 
(OË G JE BEES IGRA K: 或 Ka. 的 细 分 图 
(O35 G ROE TIE A G R96) T PEL RESTE ELERRT. 
3.2.2 证 明 : 若 e<9 或 者 v<5, 则 G UEFE. 
3.2.3 Ub r,yiz 是 简单 平 商 图 @G 的 任意 3 个 点 . 证明: 
da Gr) doy) t do Go 2vy 1 2. 
3.2.4 证 明 : 车 避 是 极 大 平面 图 , 则 有 一 个 基本 攻 集 , 它 与 男 一 条 图 的 并 正好 含 G 中 每 条 
MAK. 
3.2.5 证 明 ; 设 避 是 平面 图 且 C 是 G 中 图 , 则 存在 G 的 平面 表示 G 使 C 将 G 的 所 有 面 分 
成 两 部 分 ,一 部 分 在 C 的 内 部 ,而 另 一 部 分 在 C 的 外 部 . 
3.2.6 设 G 是 奇 阶 平 图 . 证 明 :车 GG 中 有 Hamilton 图 , 旭 GG 有 偶数 (之 2) 个 奇 度 面 ， 
3.2.7 证 明 : 
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GO UE G ELH Hamilton 3E [E C ÆG 中 任意 一 条 Hamilton B8. 则 
3-20, =p) =0 
£cl 


其 中 多 R$; 分 别 表示 包含 在 C 内 部 和 外 部 中 度 为 ;的 面 的 数目 ; (E, Ja. 
Grinberg, 1968) 


(b) Grinberg 图 是 非 Hamilton Hl ; 


CIH 3. 2. 7C5) Grinberg 图 ) 
(下 图 中 不 含 连 接 和 zz 的 Hamilton 路 ， 
(d) Tutte 图 是 非 Hamilton 图 . 


(习题 3.2.7(c)) (JR 3.2. 7(d) Tutte 图 } 
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3.3 对 (& 图 * 


说 至 是 平 图 ;下 (G) 一 { 万， 产生 9 访 上 ELA G 如 下 :YIG OUT. f. 
efi hfi WI 有 边 e' 连接 SOG HE fimi f£; 的 边界 有 公共 边 e,G* 称 为 
G 的 几何 对 偶 图 ( geometric dual graph). 

图 3. 11 所 示 的 是 平 图 G( 细 线 所 示 ) 和 它 的 几何 对 侦 图 G* RER). 


3.11 平 图 G( 细 线 所 示 ) 的 几何 对 偶 图 G* ERER) 
容易 看 出 , 平 图 G 的 几何 对 偶 图 G* 仍 是 平 图 (习题 3. 3. 2). 
值得 注意 的 是 , 同 构 的 平 图 可 以 有 不 同 构 的 几何 对 偶 图 ， 例如, 图 3. 12 中 所 
示 的 两 个 平 图 是 同 构 的 ,但 它们 的 几何 对 侦 图 却 不 同 构 ， 因 为 (a) 中 的 图 有 一 个 


X d 


图 3.12. HULfSDSHBEEZR LETS Ie] PRO EH 
5 度 的 面 ,而 图 人 b) 中 的 图 则 没有 这 样 的 面 . 因此 ,几何 对 偶 图 的 概念 仅 对 平 图 是 
有 意义 的 ,一 般 不 能 推广 到 平面 图 上 去 . M G 的 定义 ,立即 有 
G) =G el(G*) =e), 
das (f) = dolf), Vf € F(G). 
定理 3.7 iE C RECERI.G^ 是 6G 的 几何 对 偶 图 , BCE(G),B* 一 (er CE 
(G^): ec B). 则 


(3. 2) 
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GD B ÆC KEC [B E G^ 的 图 ， 

证 明 (D (二) 设 B' 是 G'* 的 键 ,要 证 明 G[ B ]JÉ G 中 一 条 圈 . HT B' 是 
G* 的 键 ,所 以 V(G* ) 存 在 两 个 不 交 的 非 空 真子 集 到 MEF? 使 B* Ec Fi., 
Fi] BUT VOGC!O-—FGD. BIAGEB |t F(G) 划 分 成 两 个 不 交 的 非 空 真子 集 
F, 各 ,其 中 下 (i=1,2) 是 G 中 对 应 于 Fx 的 面 集 . H2788 2.2.3 0 G7 [F7] 
是 连通 的 . 令 G 为 F; 中 面 的 并 Gi 二 1,2). 由 于 FAZ, MAG AAR HRE 
GD-B. hF G [FY ] 是 连通 的 ,所 以 G 的 外 部 面 边界 H—G[ Bj] 是 连通 的 . 
又 由 于 H 中 每 条 边 是 G 中 面 和 Gs 中 面 的 公共 边界 ,所 以 H—GLB rn TL SR 
是 2 度 点 ,于 是 互 是 如 的 一 条 图 ， 

CE GLB JE G HEEL EUER] B* 是 G* 中 键 由 于 GLB 是 G 中 国 , 所 以 
它 将 G 的 面 集 F(G) 划 分 成 两 个 不 交 的 非 空 真子 集 F E. 令 (i 二 1,2) 是 
G* 中 对 应 于 F; 的 顶点 集 ， 不妨 设 FI 在 GLB] 的 内 部 . 于 是 GLBJ 是 五 中 面 之 
并 的 外 部 面 边界 , 即 B 中 任何 一 条 边 都 在 Fi 中 某 个 面 和 Fz 中 某 个 面 的 公共 边 
A E. Mz m BERT ALe 都 在 GLB8j] 的 内 部 面 和 外 部 面 的 公共 边界 上 , 因 
iie" 连接 FY 中 顶点 到 形 PEA B BE G URE t Fr). AFG 
[Fi m G^ LFz ] 都 是 连通 的 ,所 以 由 习题 2 2. 3 g B =E [Fr ,Fi Æ G* f 
[3 

《区 的 证 明 类 似 于 (的 证 明 , 留 给 读者 (习题 3. 3. 4). [] 

推论 3.7.1 设 代 是 连通 平 图 G 的 支撑 树 ,E* —i(e6CEQG'O;ecE 
CDI T' =G [E E G 的 支 撞 树 . 

证 明 GO -—IBLG-T,E" = 二 户 , 结 论 成 立 .下 设 扩 G) 之 2， 由 于 如 的 
每 个 面 的 边界 都 含 ECT) 中 边 , 所 以 G 的 每 个 顶点 都 与 E* 中 边关 联 , 即 T 是 
G' 的 支撑 子 图 . #T RA GC 的 圈 , 则 由 定理 3. 7 知 E(T) 含 G 的 键 , 矛 盾 于 定 
382.6(0. BrEA T" KSW. 又 由 于 ED HERA e WEG 中 某 两 个 面 的 公共 
HA E.B $(G—68-—34(60 —1. BrVA 

1—$4(G— ECD) —400 —&CD) =G" ) —eCT? ). 
HEH 2.2.3 AIT" ÆG 的 支撑 树 . 口 

推论 3.7.2 设 G 是 连通 平 图 ,; 则 

(D dim €$(G*" ) ~— dim AiO); 

(i) dim Z(G* ) —dim KG). 

出 定理 3. 7, H. Whitney 给 出 图 的 组 合 对 侦 图 定义 . 设 G 和 G' 是 两 个 图 ,B 
CE). PUEMI pg:E(O) 一 EC(G E GUBE G Bü BieOg (B — {e EEG): 
gCG) e Vii G' HBE, WIR G 是 G 的 组 合 对 侦 图 (combinatorial dual graph). 

3. 13 所 未 的 是 图 G 和 它 的 组 合 对 侦 图 G ,其 中 
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pg: EC)—>E(G'), 
ei ple) 5e i1.2..9. 
4 B= les es seres tI GLB TJ G MM. CD — (65 e" sae" eh EG RR. 当 
然 ,验证 两 个 图 是 否 是 组 合 对 偶 的 非常 困难 ,因为 它 要 求 验证 G 的 每 条 圈 ， 
组 合 对 偶 图 定义 中 没有 明言 @G 或 G 是 平 图 ,但 有 下 列 结果 . 


图 3.13 图 如 和 它 的 组 全 对 从 图 C" 

定理 3.8 若 台 是 平 图 , 则 台 的 几何 对 侦 图 如 * 必 是 G 的 组 合 对 偶 图 ,而 且 
G AEG" 的 组 合 对 侦 图 . 

证 明 设 G 是 平 图 ,G* 是 G 的 几何 对 偶 ， 定义 一 个 双 射 

e: E(G)--E(G* ), 
e —gC(e) 一 已 
由 组 合 对 偶 图 的 定义 和 定理 3.7 知 该 定理 成 立 ， £ 

利用 组 合 对 侦 ,Whitneyt1932) 给 出 平面 图 的 下 述 特 征 . 

定理 3.9 G 是 平面 图 入 G 有 组 合 对 但 图 . 

证 明 《=>) 设 G 是 平面 图 , 心 是 它 的 平面 表示 . 由 定理 3.8 知 总 的 几何 对 
BAČ 是 G 的 组 合 对 个 图 . 

Cet GUB EB rH ER EE C 是 平面 图 . Ox ETE UE G 是 非 平面 图 . 由 
Kuratowski 定理 (3. 6), Aiit G Æ K, R Ks CE o BB e ERES Bé t XC HT AT 
G 的 每 个 连通 分 支 或 者 G 的 每 个 细 分 图 都 有 组 合 对 偶 ( 见 习题 3. 3. 32). 

GE C EK, 的 组 全 对偶 图 , 则 因为 Ks 有 10 条 边 , 不 舍 长 度 为 2 的 圈 , 不 
& 2 条 边 的 键 , 而 且 仅 含 4 条 边 和 6 条 边 的 键 ,所 以 G 有 10 条 边 , 不 舍 度 数 小 于 
3 的 顶点 ,不 会 长 度 为 2 8988 ELDURHIE HE Ja 4 6 的 圈 . 因而 由 推论 1.4.2 知 G 
是 简单 2 部 分 图 . 由 于 阶 小 于 7 的 简单 2 部 分 图 最 多 只 有 9 条 边 , 所 以 v(GOZE 


72. PERGOIRl 73210760 ,矛盾 . 


GDA CG E K BOSE BOSE ER ERE WAA Kr 2 条 边 的 键 , 仅 洛 长 度 为 4 
和 6 BB. BE GA AERE 2 的 圈 且 不 含 小 于 3 条 边 的 键 . 因此 ,5(G 0224 . 3E 
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且 wG) 守 5. 于 是 ,9 二 e(Ks.s) 二 e(G/ RIS. * 4 一 10, 了 矛盾 . 口 ] 


jm 


3.3.1 WHA’. 13 所 示 平 图 的 几何 村 侦 图 (G3*， 
3.3.2 设 吕 是 平 图 :人 E GHJA. 


3. 3. 


m w 
w go 


对 应 


ERI 


名 > V! a- 


ER G^ 是 连通 的 平 图 . 
《b) 举 例 说 明 G TEG 的 几何 对 偶 图 . 
3 WEH: 
D GAÉEIL CHR A6 034 ffe G 的 每 个 连通 分 支 有 几何 (组 合 ) 对 侦 ; 
(b) G 有 几何 (组 合 ) 对 偶 SG 的 每 个 细 分 图 有 几何 (组 合 } 对 偶 . 
证 明定 理 3. 7( 这 和 定理 3. 2. 
证 角 : 设 避 是 平 图 且 不 合 奇 度 点 . 则 避 的 几何 对 侦 是 2 部 分 图 . 
ik GESEH WIGO mGCOG EER N. 
证 是 :任何 平 图 雹 有 性 数 个 奇 变 面 . 
AFA G FEMJA C 同 构 , 则 称 C A ESTE ER Cself-dual plane graph) 
(a HIEBH Cagua] e— 27— 2. 
CHEA 2224. dE n Br EDS EB. 
Ce) 证 明 ; 轮 WSK, YC- EAHA. 


.9 R GÆTA. G EG 的 几何 对 偶 图 . ER eG (GG? D. 
. 10 ”证 嚼 :任何 平 图 不 存在 这 样 的 五 个 面 使 它们 两 两 有 公共 边界 . 
.11 设 如 是 连通 图 .8 是 6 的 键 . 车 G— BEA. AIO Bf, NR B Og 6 的 Hamilton 


Bg. 证 明 :: 
(a) AE G & Hamilton HSG AJL XH G^ 会 Hamilton 8 ; 
(b) # G & Hamilton $ B, ø 


Lo- =0, 
HP v.v, 4 gl G—BT x G fac HEA HE G MATA. 


Ni 用 


3.4 正 多 面体 


平 图 的 理论 与 凸 多 面体 的 研究 有 着 紧密 的 联系 . 事实 上 ,每 个 凸 多 面体 都 
着 一 个 平 图 , iP REA. ULP 的 顶点 为 质点,P 的 棱 为 边 而 得 到 的 
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平 图 GCP) 称 为 对 应 于 P 的 平 图 ， 则 易 知 GLP) 是 连通 的 而 且 CG(P)) 守 3,P 
的 面 就 是 GCP) 的 面 ,而 且 GCP) 的 每 条 边 正好 在 两 个 面 的 边界 上 .点 多 面体 P 
和 对 应 于 P 的 平 图 G(P) 如 图 3. 14 所 示 . 
习惯 上 ,用 V,E,F 分 别 表示 凸 多 面体 己 的 顶点 数 , 棱 数 和 面 数 ,所 以 Euler 
公式 可 以 写成 
V—E--F-2. (3.3) 
(3, 3) 式 就 是 著名 的 Euler 上 是 多 面体 公式 . 
为 方便 起 见 ,用 V, MF, 分 别 表示 凸 多 面体 P( 或 对 应 的 平 图 GCP)) 的 4 度 
AM n HEB EI. TE nn 之 3, 并 且 由 推论 1. 1 和 定理 3.2, 有 
2E = 2 = 2n. (3. 4) 


定理 3 10 STASEEMEEOR n 度 面 ,其 中 asino. 
证 明 RUE. H FSF SF =0. 则 由 (3. 4), 有 


一 Tun c M6e,-6*F,—8F, 
nz6 xz6 nz 
即 有 


F« lE. (3.5) 
另 一 方面 由 (3.4) 式 ,有 


2E = $ nV, 2 3», V, = 3V, 
nz az 


Bp 


v« iE. (3. 6) 
于 是 ,由 Euler 凸 多 面体 公式 (3. 3) 和 不 等 式 (3, 52,03, 6) 得 到 下 列 矛 盾 ; 
E-V--F— BCLELIE-:-E-L 


每 个 面 并 且 每 个 多 面 角 都 相等 的 凸 多 面体 称 为 正 多 面体 (regular polyhed- 
ron) , 亦 称 为 Plato 体 , 对 应 的 平 图 称 为 Palto AILE 3.14). 

下 述 定 理 是 Euclid( 约 公元 前 330 年 一 前 275 年 ?的 13 卷 4 几何 原本 》 书 中 
的 最 后 一 个 结果 . 我 们 用 Euler 西 多 面体 公式 来 给 出 它 的 证 明 . 

定理 3. 11 仅 有 5 个 正 多 面体 (如 图 3. 14 所 示 ). 

证 明 设 已 是 正 多 面体 且 CG(P) 是 对 应 的 平 图 . 由 公式 (3. 3) 和 (3. 4) 式 ,对 
任何 凸 多 面体 , 均 有 

一 8 一 4 一 4 一 4F 
= 2E + 2E — 4V —4F 
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= Pa 5)uV,— 43V. — 49 F, 
xz nz x2 uz 


一 $ aA) F, + 21a -— 20V. (3. 7) 


uz nz 


A 
D 
g 
y 
WV 


图 3, 14 正 多 面体 
因为 已 是 正 多 面体 ,所 以 存在 两 个 整数 站 之 3 和 kE FAF, H V= 
Vi. 因此 ,由 《3.7) 式 ,有 
—8-—(h—4)F,-F(G&—AY,, (3.8) 
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并 且 由 《3.4) 式 ,有 hF, —2E-—&V,. 
由 定理 3. 10 知 IKRES, 
分 3 种 情形 讨论 . 
情形 1 当 A=3 时 ,由 (3.8) 和 (3.9) 式 得 
12—(6—4YV,. 


因此 有 3<&<5. 由 (3. 10) 和 (3. 8) 式 ,有 : 
当 & 二 3 时 ,V3 二 4, 二 4, 因 此 也是 四 面体 : 
当 &==4 时 ,Vi 二 6, Fi 二 8, 央 此 也是 八 面 体 ， 
M k=5 bf, V;=12, Fs 一 20, 因 此 了 是 二 十 面体 . 
情形 2 当 4==4 时 ,由 (3.8) 式 有 
8=(4—k)V,. 
所 以 k=3, V,—8. F,=6, 
即 忆 是 立方 体 . 
情形 3 当 4=5 时 ,由 (3.8) 和 (3.9) 式 有 
20= (10—34)V,. 
所 以 k V,—20.  F,—12, 
即 卫 是 十 二 面体 . 


| 
Co 


习 题 


(3,9) 


(3, 10) 


3.4.1 证 明 , PEERAGE: CE AA E, EENAA aR. 


3.4.2 证 明 ; (Ef rz mi pH 6 fii. 
3.4.3 证 明 ; 不 存在 7 条 校 的 凸 多 面体 . 


3.4.4. 证 明 : 除 四 面体 外 ,不 存在 这 样 一 个 由 面体 : 它 的 每 个 顶点 与 其 余 点 之 间 都 有 棱 相 连 . 


3.4.5. 证 明 ; 任何 凸 多 面体 至 少 有 一 个 三 角形 的 面 或 一 个 三 面 角 的 顶点 . 


3.4.6 证 明 ; 任何 凸 多 面 体 中 ,发 出 奇数 条 楼 的 点 数 必 为 偶数 ， 


3.4.7 证 明 ; 任何 凸 多 面体 各 面 角 之 和 是 有 同样 顶点 数目 的 平面 凸 多 边 形 内 角 和 的 二 倍 . 


3.4.8 设 呈 是 西 委 面体 ,上 一 30,F 一 12. oR P 4 AM. 


3.5 印刷 电路 板 的 设计 


当 设 计 和 制造 印刷 电路 板 时 ,首先 遇 到 的 问题 是 判定 一 个 给 定 的 电路 图 是 否 
能 被 印刷 在 同一 层 板 上 而 使 导线 不 发 生 短路 ? 若 能 ,怎样 给 出 具体 的 布线 方案 ? 

将 所 要 印刷 的 电路 图 看 成 是 一 个 无 向 图 (实际 上 是 简单 的 连通 图 )G, 其 中 
顶点 代表 电子 元 件 , 而 边 代 表 导 线 . 于 是 上 述 问题 归结 为 判定 G 是 否 是 平面 图 ? 
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阁 G 是 平面 图 , 则 怎样 给 出 它 的 一 个 平面 表示 来 ? 
遗憾 的 是 Kuratowski 定理 并 没有 提供 这 样 的 一 个 方法 ， 本 节 介 绍 一 个 由 
Demoucron, Malgrange & Pertuiset(1964) 提 供 的 好 算法 ,; 简 记 为 DMP 算法 . 
在 介绍 这 个 算法 之 前 , 先 对 图 如 进行 下 列 预先 处 理 可 以 大 大 简化 运算 量 : 
《a) 若 C 不 连通 , 则 分 别 判定 它 的 每 个 分 支 ; 
4b) 若 GG 有害 点 , 则 分 别 判 定 它 的 块 ; 
OME G 中 环 而 不 影响 其 平面 性 ; 
《d) 用 一 条 边 替 代 台 中 2 凑 点 和 与 之 相关 联 的 两 条 边 而 不 影响 其 平面 性 ; 
(e) 删 去 平行 边 而 不 影响 其 平面 性 . 
最 后 两 个 简化 步 又 应 当 反 复 且 交错 地 使 用 直到 不 能 梧 用 为 止 . 在 同 了 上 述 
简化 后 ,在 简单 图 心中 利用 两 个 基本 判别 法 : 
CO 69 或 者 v5, 则 GG 必 是 平面 图 (习题 3. 2. 2); 
(DH e3,—6 或 者 六 >5, 则 由 推论 3. 4. 1 和 推论 3. 4. 2 41 G DEJES ELT. 
3. 15 展示 了 有 两 个 割 点 的 图 在 进行 上 述 预 先 处 理 后 得 到 的 平面 图 . 
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为 了 介绍 DMP 算法 ,我 们 还 需要 下 列 概念 . 

设 G 是 平面 图 ,HCG, 培 是 日 的 平面 表示 . 若 存在 G 的 平面 表示 台 使 坦 
CO, WIE H EG AF (G admissible). 例如 图 3. 16(a) 是 平面 图 G,(b),(c) 是 
的 两 个 子 图 G1! MG. 其 中 Gi 是 容许 的 ,而 Gs 则 不 是 . XE BECH 
支 (五 分 支 的 定义 见 3.2 30 f EA 的 面 并 且 B mH EG 中 的 接触 点 集 Va 
(B, MBa), MWER B ik f£ ATEH Cdrawable). 


(2) 平面 图 如 (ctr PG, (c) dE G EET PR G 
图 3. 16 
用 Fe(B, D ER FOD B 在 其 内 可 画 的 那些 面 f He. By 
F;G,Tb-(fe FOD, Biz f 内 可 画 出 ). 
下 述 定理 提供 了 GG 是 平面 图 的 一 个 必要 条 件 ， 
定理 3.12 设 节 是 平面 图 G 容许 的 , 则 对 G IA H 分 支 B 均 有 
F;G,Pbx 8. 

证 明 UR HG 容许 的 , 则 由 定义 知 ,存在 G M —^43E dm 使 得 将 
TÖ. E HAB 所 对 应 的 忆 的 子 图 必 有 限制 在 六 的 一 个 面 中 . 因此 FoB. 
Hø. 口 

DMP 平面 性 算法 : 

1. & G, 是 G 中 的 冉 ( 因 为 无 图 图 必 是 平面 图 ) KEG HARR. $ 

i=l. 

2. di EO(DXEQG) =Ø MHIE. d; ECCONEGCG; ÆA MME G IPIE G: 

分 支 , 并 对 每 个 G; 分 支 B, 求 出 集 FoB, GO. 
3. FFE G 分 支 B EFB, G0 — f UE LE. 由 定理 3. 12 知 G 是 非 平面 
图 . 若 存在 G 4) x B f| F;GB.GO | — 1, Wb (f£) — Fo GI GO EGRE 
在 这 样 的 分 支 B, 则 令 B 是 任何 一 个 G; 分 支 ,并 且 任 取 EFB, G). 
4. 选取 一 条 ZXy 路 P,C—B fh x,yE& Vo CB,.G;). 令 Gi+1ı =G; UP;, 并 把 P; HÆ 
G: 的 面 £F P318 G, E — TE TRIER Gua. 用 i 十 1 替代 i 并 转 人 第 二 步 . 
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例 3.5.1 为 了 泣 明 上 述 算法 ,我 们 考察 图 3.17 所 示 的 图 G. 
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图 3.17 DMP 平面 性 算法 的 应 用 

从 图 已 二 (2345672) 开 始 ( 为 简单 起 见 , 分 支 用 其 边 集 表 示 ). 在 每 步 中 ,对 
于 使 |Fc(B,5;) | 二 1 的 分 支 B 用 粗 体 字 标 出 , 在 这 个 例子 中 ,算法 终止 于 G H 
一 个 平面 表示 G1 ,所 以 G 是 平面 图 . o 

定理 3.13 DMP 平面 性 算法 是 有 效 的 . 

证 明 ”因为 若 殷 是 连通 的 平面 图 , 则 $6 77-2. DMP 算法 是 从 全 的 一 个 
BG; 开始 , 故 实 如) 一 2. 在 此 算法 的 执行 中 ,每 当 用 i 十 1 替代 i 时 ,其 面 增 加 
一 个 ,; 即 扩 G41) 二 $VG;) 十 1 二 i 十 2， 所 以 车 已 是 平面 图 , 则 算法 结束 时 必 产 生 
序列 Gi 6; LN 1!， 国 此 只 须 证 明 : 若 G 是 平面 图 , 则 Či "e 都 是 
G 容许 的 . 

X k—e—--1 用 归纳 法 ， 当 二 1 时 ,由 于 马 是 平面 图 ,所 以 G. BREG 
AVES. BLUES OKS D.6, 都 是 G 容许 的 . 根据 定义 ,存在 局 
的 平面 表示 G, [i48 GaG. 下面 证 明 Ge E G 容许 的 , 令 B 和 /是 算法 第 三 步 
所 定义 的 G4 DEA Fo (OB GO PER. 车 Fe(B Go — Uf) , 则 由 算法 构造 出 来 
的 世上 显然 满足 GC GG WA, BR GpH G 分 支 B' 都 有 
| F;GB' Go | >1 HBE B E Fe(B, COKA f AER. 由 于 G 是 无 割 点 的 
连通 图 ,所 以 G 中 每 个 G; 分 支吾 都 有 |Vo(CB ,Gi) | 之 2. 因此 B Et fil BILE PA 
个 面 中 . 于 是 G 中 每 个 使 VetB' ,Gi) 会 在 和 站 的 公共 边界 上 的 Gi XB. 
既 可 以 面 在 f 中 也 可 以 画 在 关中， 对 于 这 样 的 B' ,我 们 按 下 述 方法 得 到 G 的 另 
一 个 平面 表示 作 ' : 若 B EG 的 面 fnt BEC B9 f po Bk 6 的 了 中 就 
面 B' 在 关中 (例如 , 见 图 3. 18, 分 支 B 和 曾 了 是 算法 第 三 步 中 选取 的 ,但 B 面 在 
面 产 中 . 于 是 将 产 中 两 个 分 支 B 和 Bs BE 了 ,而 将 面 了 中 的 分 支 B1 BTE 请 
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中 ). ii Ge EČ B oui GA. g 


H 3.18 
利用 DMP 平面 性 算法 和 定理 3. 12, 可 以 验证 某 些 图 的 非 平面 性 ， 
例 3.5.2 g ORR S. 19 中 的 图 H. JE H, = (12348765D FH. 以 图 3. 19 
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图 3.19 ”DMP 平面 性 算法 的 应 用 
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所 示 的 顺序 进行 ,可 以 看 出 作出 图 H, 之 后 ,存在 Ts x B— (36) 使 Fi (B， 
Ho o=. 算法 停止 ,并 由 定理 3. 12 知 H 是 非 平面 图 . 口 


习 题 


(习题 3.5.1) 
3.5.2 AA DMP 平面 性 算法 验证 下 列 图 的 平面 性 . 


CHB 3. 5.2) 
3.5.3 利用 DMP 平面 性 算法 验证 Ks, K, I Petersen 图 的 非 平面 性 . 


小 结 与 参考 文献 


平 图 与 平面 图 是 图 论 中 重要 研究 分 支 一 一 拓扑 图 论 (topological graphtheo- 
史 ) 的 重 村 研究 内 容 . L. Euler 于 1753 年 发 现 了 Euler 公 式 ( 即 公式 (3, 1) 和 (3. 
3)) 而 成 为 拓扑 图 论 的 莫 基 人 . 接着 中 断 了 170 多 年 . 1930 F, 当 波 兰 数 学 家 
C. Kuratowski 和 美国 数学 家 O. Frink & P, A. Smith 发 现 了 平面 图 判定 准则 
(HEH 3. 6) 后 ,这 方面 的 研究 才 开 始 复苏 . 这 个 准则 有 许多 证 明和 应 用 ,有 兴 
趣 的 读者 可 参阅 Thomassen (1981) 的 一 篇 综述 文章 ， 本 章 给 出 的 证 明 属 于 
'Tverbergt 1989), 

拓扑 图 论 的 另 几 位 先驱 者 是 H. Whitney, S. McLane # K. Wagner, 他们 都 
分 别 创立 了 各 自 的 理论 , 得 到 了 图 媒人 平面 的 许多 性 质 . 

20 世纪 50 年 代 , 我 国 著名 数学 家 吴 文 俊 教 授 (1955) 基 于 代数 拓扑 学 中 的 
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上 同调 理论 揭示 了 图 的 平面 性 判定 的 一 个 准则 .70 E,W., T. Tutte(1970) 基 
于 实 域 上 链 群 的 理论 也 发 现 一 个 判定 准则 . 80 年 代 , 我 国 刘 彦 佩 教 授 (1988) 发 
现 这 两 个 判定 准则 从 二 元 域 GF(2) 上 的 空间 理论 来 看 是 同一 的 . 

最 早 给 出 判定 平面 性 的 有 效 算 法 是 由 Auslander & Parter(1961). 目前 最 
有 效 的 算法 复杂 度 为 O(w)( 见 Even &. Tarijan(1976)), 值得 指出 的 是 ,在 70 年 
代 , 吴 文俊 (1973,1974) 利 用 代数 拓扑 的 方法 把 平面 性 判定 问题 化 成 一 个 模 2 代 
数 方 程 组 的 求解 问题 ,得 到 判定 平面 性 的 Ot ERR. Ma S01 EE C978. 1979, 
1988) 把 判定 图 的 平面 性 问题 转化 为 在 一 个 辅助 图 上 求 一 棵 支撑 树 问 题 ,改进 了 
其 文俊 的 结果 ,也 得 到 一 个 OVRE. 由 美文 俊和 刘 彰 保 所 创立 的 方法 ,国际 上 
HA R-X HEAL RosenstiehlC 1980). 

非 平面 图 和 图 的 曲面 说 人 也 是 拓扑 图 论 研 究 的 重要 内 容 之 一 ， 本 章 没 有 涉 
及 它 ,; 有 兴趣 的 读者 可 参阅 刘 彦 佩 的 专著 4 图 的 可 插入 性 理论 》(1995). 关于 图 
的 厚度 的 一 篇 综述 文章 见 Mutgel, Odenthal 和 Schartrodt(1998). 

平 图 与 平 画图 的 研究 和 理论 发 展 与 著名 的 四 色 猜 想 有 关 , 见 6. 3 节 和 6. 4 
T. 平面 图 的 男 一 个 应 用 网 4.7 3. 
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第 4 章 网 络 流 与 连通 度 


在 1.5 节 ,我 们 定义 了 图 的 连通 . 割 点 和 制 边 的 概念 . 本 章 将 进一步 推广 这 
些 概 念 . 

连通 度 是 图 论 中 重要 概念 ,也 是 最 基本 的 概念 . 它 是 割 点 和 割 边 概念 的 直接 
推广 . 关于 连通 度 的 重要 结果 , 即 著名 的 Menger 定理 被 认为 是 陪 论 中 最 基本 
的 ,最 经 常 被 使 用 的 结果 . 它 不 仅 能 导出 图 论 中 许多 车 名 结果 ,如 Hall 定理 、 
Tutte 定理 和 König 定理 (网 第 五 章 ), 而且 还 能 导出 数学 其 他 领域 ,如 线性 规 
MERE ,组 人 台数 学 中 许多 著名 的 结果 , 除 此 之 外 ,Menget 定理 也 是 计算 机 和 
通讯 网 络 可 第 性 分 析 中 的 基础 . 

网 络 流 分 析 方 法 不 仅 是 线 件 规划 中 重要 的 研究 方法 ,而且 也 是 图 论 中 重要 
的 研究 方法 ， 这 个 方法 的 核心 是 Ford-Fulkersor 的 最 大 流 最 小 截 定理 . 图 论 中 
许多 结果 ,例如 Menger 定理 ,通过 适当 选择 网 络 和 流 之 后 ,应 用 这 个 定理 就 可 
以 容易 地 获得 证 明 . 

这 一 章 以 Menger 定理 和 最 大 流 最 小 截 定理 为 主线 ,介绍 连通 度 和 网 络 流 
的 基本 理论 ,方法 和 应 用 . 这 两 个 定理 是 独立 发 现 的 ,我 们 将 指出 它们 是 等 价 
的 . 

在 应 用 部 分 中 ,我 们 首先 介绍 运输 方案 和 最 优 运输 方案 的 设计 . 它们 是 线 
性 规划 中 两 个 基本 间 题 ,我 们 介绍 解决 这 两 个 问题 的 有 效 算法 :Ford-Fulkerson 
的 标号 法 和 Klein 算法 ,接着 介绍 中 国 投 递 员 问题 和 解决 这 个 问题 的 Edmonds- 
Johnson 有 效 算 法 ， 最 后 介绍 矩形 的 完美 前 分 这 一 经 典 的 组 合 数学 问题 . 


4.1 网 络 流 


所 谓 阅 络 (network) 是 指 具 有 两 个 不 同 的 特定 顶点 x RI y. 的 加 权 连 通 图 
(Dw IEA N= Dyw HP r A y 分 别称 为 发 点 (souree) 和 收 点 (sink)》， 若 
为 非 负 的 容量 函数 (capacity fonction)c, 则 称 网 络 N= 二 (D,,,c) 为 容量 网 络 
(capacity network) ,其 中 在 边 a 上 的 值 c(o) 称 为 边 a 的 容量 (capacity)， 若 对 
任何 a€ ED) ,eCo) did AE fre dec, p fg N 为 整容 量 网 络 (integer capacity net- 


work). 
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图 4. 1(a) 所 示 的 是 一 个 整容 量 网 络 , 边 a 上 的 数值 为 cla). 


(a) MR &-(D,e) ( N'Pyultf 
B 41 
设 N= 二 (Dw ,Cc) 为 容量 网 络 , 若 存在 JE 60» 8 
0x; f(a)ze(a) Ya€ EOD), (4.1) 
JH f asf GD, Yue VOD yh (4.2) 


则 称 了 是 N 中 从 工 到 y mati ctlew fiib Cc y? df. 

4, 1(b) 所 示 的 是 (a) 中 整容 量 网 络 N= KD, eO — Geo f xa E 
的 数值 为 FCD. 

由 条 件 (4. 2) 雁 易 验 证 ,对 于 NT (D, ,c) 中 任何 一 个 (x,y) 流 了 均 有 

fF edf G)-—f (fy), 

上 式 中 等 号 两 边 的 值 称 为 (z,? 流 了 的 流量 (value of a flow) , 记 为 val f. 例如 ， 
图 4.1(b) 所 示 的 (zx,y) 流 了 的 流量 val f—8.. N 中 具有 最 大 流量 的 (x,y) 流 称 
为 N 中 最 大 流 (maximwn flow). 

DD 中 形 如 (CS,S) 的 有 向 边 集 B EROS Cx, y) RAE (eut edge-set) ,其 中 xES， 
y€S. 


c(B) = Jela) 
a€ B 
称 为 如 的 容量 , 记 为 cap B. 具有 最 小 容量 的 (z,y) 截 边 集 称 为 六 中 的 最 小 截 


(minimum cut-set). 

例如 ,在 图 4.1(a) 所 示 的 容量 网 络 N— (OD Orb Bx RISE TO. 
y EUR B, 其 容量 cap B=8. 

我 们 将 在 4. 4 节 介绍 一 个 求 最 大 流 和 最 小 截 的 有 效 算法 . 我 们 先 证 明 关 于 
最 大 流量 和 最 小 截 容量 之 间 关 系 的 下 列 著名 结果 ， 

定理 4. 1( 最 大 流 最 小 截 定理 ,Ford & Fulkerson,1956) ”在 任何 容量 网 络 
N 中 ,最 大 流量 等 于 最 小 截 容 量 . 

证 明 设 N 二 (D。,,e) 是 一 个 容量 网 络 ,f 是 NN 中 最 大 流 而 B=(S,S) 是 入 
中 的 最 小 裁 ， 由 流 和 流量 的 定义 ,对 任何 w€E5S 有 
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| Nu val f. HUSI 
fo) fo-D Tuc Sx. 


于 是 
val f = f*G)—f (x) = 2;d* G0 — f^ Q0) 
= f (F5) <r CS) x c! (S) = cap B. 
下 面 只 短 证 明 val fcap B. 
为 此 ,我 们 用 DD 表示 在 D 中 每 条 边 a 的 两 端点 之 间 添 加 一 条 与 a 方向 相反 
的 新 边 a 后 得 到 的 图 .a 称 为 老 边 ,a' 称 为 新 边 。 定 义 了 EED') 如 下 ; 
ji = ro 一 f(a)， 若 a € E(D') 是 老 边 ; 
fla), 车 a € ED 是 新 边 . 
例如 ,图 4.2 (a) 所 示 的 网 络 就 是 图 4. 1 中 网 络 按 上 述 方法 得 到 的 图 D', 其 
中 有 向 曲 边 表示 新 浅 加 的 边 a， 边 a 上 的 数值 为 了 在 a EKT GO. 


Ca) DMF (b) D* 
图 4.2 
$ D'=D' i FIE D' 中 的 支撑 图 (其 定义 见 2.3 节 ). 例如 , 见 图 4.2， 
Cb) 中 所 示 的 图 就 是 (a) 中 图 D HF HRED. 我 们 断定 D^ 中 不 存在 从 
到 y 的 有 向 路 . 
车 不 然 , 设 PP 是 D' 中 从 z 到 y 的 有 向 路 . 令 
o= min( fla): a c E(P)}, 
则 o0. EX f EEDIT: 
fiae, 车 a € EP) 是 老 边 ; 
f (a) 一 | —s, a C EOD) 是 新 边 ; 
fia), 其 他 . 
TÆ EN 中 (xy) 流 ,并 且 val f'—val fto>va f(3188 4.1.32. FAFS 
的 最 大 性 . 所 以 DT 中 不 合 从 工 到 x 的 有 向 路 ,， 令 
S = iu € WD); D^ PHEA x B) u 的 有 向 路 }， 
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Wi x€ S'.v€ S'. 于 是 如 一 (S ,3 ) 是 也 中 (zy) 截 边 集 ,而 且 在 立 中 (习题 
4.1.3) 有 
u 0, a € (S', S, 
fa = la, a € (S.S. 43 
于 是 ,在 DD 中 即 有 
cla), a€ (SS )， 
fa = " a € (S^. 
因此 ， HF D'BG,yiuif& B =S ) 有 
val f= f* (S) — f- C9) 
= f! (S') = cap B' > cap B. O 
推论 4. 1( 整 数 最 大 流 最 小 截 定理 ) ”任何 整容 量 网 络 中 都 存在 整数 最 大 流 
而 且 其 流量 等 于 最 小 鹤 容 量 , 
证 明 留 给 读者 作为 习题 (习题 4. 1. 3). 
最 大 流 最 小 截 定理 是 网 络 流 分 析 方 法 的 基础 ， 以 后 ,我 们 将 看 到 ,通过 这 个 
定理 不 仅 可 以 求 出 网 络 中 的 最 大 流 和 最 小 截 ,而 且 可 以 导出 图 论 中 许多 著名 的 
定理 . 


习 题 


LLL 求 出 下 列 整容 量 网 络 中 所 有 (z,y) 截 边 集 和 一 个 流量 为 2 的 (z,y? 流 f, 并 证 明 它 是 
最 大 流 . 


(习题 4.1.1) 
4.1.2 GO 证明: 对 于 N PERN yA £RIDZSCVOD PR 


DF G0 — f. QD = f* G)— f. G9. 
ats 


Cb) 举例 说 明 
SM cox f G, MMOL IMG 
uc ues 
1.1.3. 证 明 ， 
(a) 在 定理 4.1 的 证 明 中 的 断言 ”六 是 N 中 (zx,y) 流 ,并 且 val f val Fo 
(p {4.3) 式 ; (c) 推 论 4.1. 
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4.1.4 W FEN Per WE LB—C SE DiBGe 9 ERYISR. 证 明 ， 
(a) val f—f' (S)—f (5); (b) val fzicap B; 
(cl val f=cap B e 
c(a). uC(S.S); 
下 一 — 
0, ucc, s) 
e» f RGROKU B 是 最 小 截 . 
4.1.5 WEG, SEKTOR N 的 最 小 堆 . WE: 
(SUT.SU TRIGO T,SCVDHIERE N 的 最 小 截 . 
4.1.6 《多 发 点 和 多 收 点 容量 网 络 ? 设 NM=(D.c)? 是 发 点 集 为 和 和 收 点 集 为 了 了 的 容量 网 络 . 
令 KD —VODMAGUY. f€ &DOBOS N PiX. Yi. WR 
prosa, Z acEGOD, 
F=f GG zi uC ID». 
证 明 :(a) 对 N PEC YO DE f£. 508 
f'O0-f (R= Oo—-f* o). 
称 上 式 两 边 的 值 为 了 的 流量 . 
(b) (X,Y 了 ) 流 的 最 大 流量 等 于 (X,Y 了 ) 截 边 集 的 最 小 截 容量 . 
417. KR N—O,OJRGS X Ri dE Y 的 容量 网 络 ,f 是 N PANN. A 


[Gf GosaG). YrEX; 
F in fE Aa YyEY, 
则 称 了 是 可 行 流 (feasible flow) , 非 负 整数 otx)y 和 3(y) 分 别称 为 xz 的 供应 量 和 y 的 接 


收 基 . 
证 明 ;N 中 存在 可 行 流 F9 
e(S,S)za(Y(18)—a(X(18), V SCCVCD). (D. Gale, 1957) 


4.2 Menger 定理 


本 节 介 绍 图 论 中 著名 的 Menger 定理 . 我 们 将 用 最 大 流 最 小 截 定理 来 导出 
设 + 和 yy EAD 中 不 同 两 顶点 ,9 是 也 中 从 x 到 yy 的 有 向 路 集 E 学 中 任 
何 两 条 P, ULP; Pp VCPO1VCPo om Gri yt WER PE D FARAR ZH in- 
ternally vertex-disjoint) Cr, V ME; E 2» 中 和 任何 两 条 P; fl P; jg EPONE 
(P o= 6 W. E D 中 边 不 交 的 (edge-disioint) Cr. p R. 我 们 用 £o Gr 3? 
和 3o Gr PAER D 中 内 部 点 不 交 和 边 不 交 的 (x,y) 路 的 最 大 条 数 ， 
在 4,.1 节 中 ,我 们 定义 了 品 中 (x,y} 截 边 集 , 具有 最 小 边 数 的 {x,y) 截 边 集 
TS B rd Ces a0 Sk x fii minimum cut edge-set)， 用 Xp Gr y EI Gn 0 RI 
集中 边 数 . 因为 在 D 中 分 离 和 yy, 每 条 (r,y} 路 中 至 少 要 去 掉 一 条 边 ,所 以 我 
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们 有 
WL y) € AnGr y). (4, 4) 
事实 上 , 式 (4,.4) 中 的 等 号 是 成 立 的 ,这 就 是 著名 的 边 形式 的 Menger 定理 . 
定理 4.2{ 边 形式 Menger 定理 ) d x RI y 是 DD 中 不 同 两 顶点 , 则 
go Gri y) = Aplr, y). 
证 明 由 (4.4) 式 ,我 们 只 需 证 明 
qox y) E ånlr, y) (4. 5) 
为 此 ,定义 cE 让 如 下 ;: 
ela) =l, Wa€ ED). 
考虑 单位 容量 网 络 N==tD, ,ce)， 由 推论 4.1 40 N rPTETESERIDBCK Ge 30 Sf 
和 最 小 容量 (z,y) 截 边 集 B=(S,5) 使 得 
val f = cap B (4. 6) 
《参见 图 4. 302) ,其 中 5 为 粗 边 所 示 }， 为 证 明 式 (4.5). 由 式 (4.6) ,下 面 只 需 证 
明 


yo Gr, y) = val f, (4. 7) 
ApCxr, y) < cap B. (4.8) 


GO) RAH RU IMG AE B (hy H—Dj; 
图 4.3 

令 遇 =D 一 一 了 的 支撑 图 (定义 见 2.3 节 }( 参 见 图 4. 3(b))、 由 于 对 任何 

&EE(D) 均 有 cla) 二 1, 所 以 对 任何 aEE(HD) 均 有 f(a) 一 1. 因此 可 得 
di Cr) — dpl) = val f = daty) — dits), 
laco = dulu), YuE VOU. y). 

所 以 由 习题 1.7.3 4H 中 至 少 有 val 了 条 边 不 交 的 从 x 到 y 的 有 向 路 , 即 val f 
Sip Ge» ). 式 (4.7) 得 证 , 

由 于 B 二 (S$S,S) 是 (x,y) 截 边 集 ,所 以 

Aplxry) x; |B| = cap B. 

xk G. 8) 得 证 ， C 

推论 421 i c0 是 无 向 图 G 中 任意 两 项 点 , 列 

mity) = Agr y). 
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证 明 考虑 局 的 对 称 有 向 图 DD( 即 用 蜘 点 相同 且 方 向 相反 的 两 条 有 和 疝 边 普 
代 忆 中 每 条 边 而 得 的 有 向 图 ), 则 GG 中 条 边 不 交 的 连接 xz M y 的 路 对 应 DD 中 
k 条 边 不 交 的 从 工 到 ? 的 有 向 路 ;反之 亦 然 .， 于 是 
gx. 一 pixy). 
另 一 方面 ,EtS,5) 是 G Ge EXE. 2€ S, y ESSES, SE D i Ces) 
RAR. ME 
| Ex(S,S)| = |Ep(5,5)]. 
注意 到 有 LESG,S) | zr apGr y), |EclSS) | Z Ag Cr y). 
于 是 ,一 方面 , 若 Ec(S,S) 是 GG 的 最 小 (x,y) 截 边 集 , 则 由 定理 4.2 有 
ÀAcCr, 3) = | EGCS.SD | E Ap Gr, y) 
= gor y) — qns y). 
另 一 方面 ,车 EG. OE DD 的 最 小 (x,y) 截 边 集 , 则 由 定理 4.2 有 
WT y) — plr y) = àolr,y) 
= EG, S) | z AcGr, y). 
推论 成 立 . 口 


Fiti k T Euler 图 与 Menger 定理 之 则 的 关系 . 
推论 4 2. 2{Lovdsz,1973) D Æ Euler jS D 连通 ,并 和 且 
goxy)— lyd), Vir, y € VOD. 
证 明 (E r py X Euler E DotA PTUS WER 4.2 4, D PÉ 
Elir y AAAS SHE 
IG5,5 | = plr, y)» rE€5,»€S. 
X DX Euler 图 ,所 以 由 定理 1,5 知 刀 是 平衡 有 向 图 .由 人 鲍 1.4.1 4s 
1¢5,S)| (cS, 5. 
8G, S) Gad ih PEL 
foy sx) S (5,5) |= gor, y). 
同 理 可 证 plr Spo). AnA 
plr D Spx), Vix y€ VCD». 
(二 ) 任 取 rE), HÆR 1,5 REA 
dj (x)=ds G). 
考虑 N5 GO PH E y, RE e E 98 4,2 AE YCVA( xz ME y€ Y Edo (Y) 
Gro y). 我 们 称 工 为 以 了 为 核心 的 正则 集 . 
HYY Ye Ak AREALA yyy END GU AA A 
KENZ., H y e Y; NY Gzp. 
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事实 上 , 设 y €Y,ODY;GséD. 则 由 正则 集 的 定义 ,有 
do Y) Sgir ys do Y;)y— 95r yj). 
DFO NYANYA DP Ge y 0E SEC LS] AE 4, 1 50 EZ IEEE 4.2. 
d G QY D ZApG md Sry). 
于 是 (参见 习题 1, 3, 6)， 
dp (Yi UY) goGe sosdo (UY) dp (Y/NY,) 
zidp GO; tdp Y) 
= ir yt qo Ges y;). 
Ep da (Y; UY goo yj). 
另 一 一 方面 YUY, YUY DR DP Gy 0 338 C93 384, 1.5). 所 以 由 定 
34.24 
dp (Y; UY ZAboG y) goGrs y). 


因而 有 d (YUY Slr y)» 
Jp Y; UY, XA v; AGGERE, HIYUY, > Y;l.ET Y, 的 最 大 性 , 令 
MEAN 


"e ) à z) = "E 4) 一 v. yo = dp(Y,). 


ET (Vom Sa (2 


注意 到 被 计算 在 上 式 消 中 的 边 或 者 是 进入 x 的 边 ( 没 为 了 条 ) ,或 者 是 形 如 
人 男 一 方面 ,被 计算 在 上 式 右 端的 边 
X dpi] Y, 的 边 至 少 被 计算 一 次 ,而 且 离 开 .r 的 每 条 边 都 被 计算 . 所 以 


$ + 
0«z > dbo — Ddu) 
;-—d ir] 


«i—dbaCGr) s dpi) — dbCr). 

PÄ do (rnd Ce). 

考虑 No [zr) 中 的 顶点 , 同 理 可 证 di (Cr) Cr. 四 

下 面 讨论 顶点 形式 的 Menger 定理 . 

设 品 是 有 向 图 ,.c,y RED 中 不 同 两 顶点 . 若 存 在 SCCVODN Ur. y ED- S 
中 不 存在 从 x 到》 的 有 向 路 , 则 称 S 为 D 中 Cr,y) 分 离 集 (separating set). 具有 
最 小 顶点 数目 的 (zx,y) 分 离 集 称 为 最 小 (zr,y) 分 离 集 用 en Gr yo do D 中 最 
小 (rx.y) 分 离 集中 的 顶点 数目 . 

图 4.4 所 示 的 是 有 向 图 D 和 无 拘 图 如 中 一 个 (r,y) 分 离 集 S, 注意 ,对 于 有 
向 图 D.S 古 4r 轨 分 离 集 ,但 不 一 定 是 (yz 分离 集 ; 而 对 无 向 图 Gr S Je Ce y? 
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分 离 集 , 则 S$ 必 是 (yz) 分 离 集 . 


s S 
(a) fEJÉLD fü yy RE S (0) AAR G Hy) E S 
图 4.4 
回顾 在 1. 3 节 定 义 的 记号 ,Ep(zx,y) 表 示 史 中 以 工 为 起 点 并 且 以 y 为 终点 
的 有 向 边 集 . 若 Ep Gr y) — DO ar My ÆG 中 不 相 邻 ), 则 DC 或 中 中 zx,y) 分 
离 集 一 定 存 在 . 
回顾 在 本 节 开 始 时 ,我 们 用 tb (x,y) 表 示 口中 内 部 点 不 交 的 从 zx 到 y 的 有 
向 路 的 最 大 条 数 .因为 在 D 中 分 离 x 和 ?，, 每 条 {z, 切 路 中 至 少 要 去 掉 一 个 项 
点 ,所 以 我 们 有 
Plr y) S pr y). (4.9) 
事实 上 , 式 (4. 9) 中 等 号 是 成 立 的 ,这 就 是 下 列 著名 的 Menger 定理 . 我 们 将 
HER 4. 2 来 导出 它 ,其 证 明 雪 四 到 顶点 分 裂 运 算 . 
设 wEV(CD) DA u A u Mu BEEREK- TEA AE D 中 用 两 个 新 顶点 
u FA u ARE u s RIRA C! I FAE D P u DARE A u 为 起 点 的 新 
XC TED PAu 为 终点 的 边 用 以 ww ARARA RKR. 图 4. 说 明 
了 这 种 运算 . 


图 4.5 项 点 :分 裂 运算 
定理 4. 3(Menger 定理 ，Menger,1927) 设 r+ 和 yy 是 DD 中 不 同 两 质点 且 
EpGr. y) £f Wu 


4 


Cor» y) = wplTs yy), 
证 明 AR 3) ,我们 只 需 证 明 
£pGrs y) Ze «psy. (4. 10) 
为 此 , 令 也 中 分 裂 每 个 xEVCDNMN{x,y}) 之 后 所 得 到 的 图 为 HOS REB 4. 6). 
由 定理 4.2 有 
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Aux. y) = gue y). (4. 11) 
u' u” vo v” 
—- 
x yx y 
Ø z O qw" z’ z” 
(a 有 向 图 DD W DARRA H 
图 4.6 
为 证 明 式 《4. 10. Er CA. 11) 我 们 只 需 证 明 
tpGr y) Ze qur y), (4. 12) 
&pCGx y) < Aure y). (4, 13) 


由 于 H rPAEARUA H y 的 有 向 路 都 对 应 着 收缩 所 有 形 如 (Cw Lu S 
得 到 也 中 一 条 从 x 到 yy 的 有 向 路 ;而 县 如 果 H 中 两 条 有 向 路 边 不 交 , 那 么 中 
与 之 对 应 的 有 向 路 内 部 点 不 交 ( 参 见 图 4. 6(b) 粗 边 所 示 的 路 )、 所 以 Eo Cr 3029 
34 Go y) ,因而 式 (4. 12) 成 立 . 

设 B'EEH 中 最 小 (x,y) 截 边 集 , 于 是 

|B |= aptr,y), 

并 且 VY(CB) 存 在 划分 {Y V HE EnV ,VO—B'Hr€V.yeV. 4 B 中 边 的 
起 点 集 为 S W 

IS'|xc | B'|, 
而 且 H-S PREE x 到 yy 的 有 向 路 令 SX D 中 与 5S’ 对 应 的 顶点 集 , 则 

iS'Ix: |S'], 
而 且 在 D 一 S 中 不 存在 从 x 到 yy 的 有 向 路 ,因此 

&pG y) x |S' Ix iS | | B'| — An Geo y). 

式 (4 13) 得 证 . LI 

推论 4.3 1& x30 y REG 中 不 相 邻 两 顶点 , 则 

olr y) = ko ry). 
证 明 留 给 读者 作为 习题 (习题 4. 2. 1). 


在 本 节 中 ,我 们 利用 最 大 流 最 小 截 定 理 时 出 了 Menger 定理 ， 然 而 Menger 
定理 的 发 现 是 独立 的 ,为 了 保留 其 独立 性 ,我 们 给 出 它 的 直接 证 明 , 初 学 者 可 以 
不 读 . 

定理 4. 3 的 直接 证 明 (MecCuaig,1984) ”由 于 En( x, y) B. PE Cr y 
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离 集 存在 ， 又 由 于 显然 威 立 
名 人 rz) Senir YY) 
所 以 只 需 证 明 kolz y) EE GpGr, y3. 

tenler y) =n 用 归纳 法 ， 

3 4—0.1 85. ERA Ep Gro Zuep CryY). dE en Gr yd 1OZE D. Hya 
纳 假 设 ,DD 中 存在 4 条 内 部 点 不 交 的 从 到 y thA a PiPPa EF d) 
GeOXnm 1E P& NB GO X D v (02-8 BAND COS kp y) iX 
不 可 能 ) PELA D "PEE x Sl y 的 有 向 路 王 , 它 的 第 一 条 边 不 在 任何 PIOS 
mE. RaRP5XAPLOxdsxm$-—A4HJadd x re P Euj 
Pirs =P, a. 我 们 这 样 选取 P, LPS Pa Pari E u ER dor u y) fit 
地 小 . 

如 果 “一 7 则 了， s Pa Po Æ Dopod De ARERR x $0 v 
的 路 , 故 

ry) Ze nd = gley). 

下 证 uy. 

由 归纳 假设 ,DD 一 & 中 在 在 条 内 部 点 不 交 约 从 工 到 y 的 有 向 路 品 ,人 
Q. RÍIBXAM GEAR Q.Q cQ, ERAM 

B = ECDMNECP) LU EGO U e U EG,» 
PARTES. 4 
H-D[IQUQ U--UQ.U iui. 
JE X RD, Gs nr DA&E dS SURE E(GOD. 令 取 是 Pu 与 了 CH) 
的 第 一 个 内 部 公共 点 。 如 果 wy Wl Qu Qus Q, 和 Ps 是 也 中 2 十 上 条 内 部 
SOR ELA x 8| y 的 有 向 路 . 故 
Elay) Z2 noc l — pr v). 

下面 要 证 wS y, B Ri. 

H wu Zurn YARE D-r 中 的 一 条 最 短 的 从 uw 到 y 的 有 向 路 ,并 
Fr AR ARQ (1 所 ji 所 m) 的 第 一 个 内 部 公共 点 ， 由 于 记 不 在 任何 Q; 上 ,所 
V z ÆR SEE, 

dp, Go) dps luy). 
用 Qi .Q s IQ, DIR Pio Pires Pas A Pr, Gst UR D AR Pea x 
BR u, BFE F PiP Pa Pana f uit, 

jk wu HI wo JE TRA, CEU s fo E EQ, Caw EQ, lw) 
中 有 一 条 边 在 吾 中 ,否则 {Pi,Po,…, Pi 中 有 了 两 条 相交 于 此. 于 是 用 Pe (xz， 
代替 QQ GrH D- a P n 条 内 部 点 不 交 的 从 到 了 的 有 向 路 .这 于 短路 


136 国 论 及 其 应 用 


用 到 B 的 边 数 小 于 @@ Q.Q FER B 的 边 数 . FAF h 的 选 
取 . 定理 得 证 ， 口 
下 面 给 出 定理 4,2 的 直接 证 明 , 先 证 下 列 引 理 . 
引 理 设 x 和 yy 是 D BIA. isr), W D PRERA 
3H P dia o, Gy) Ap Gy) 1, Rm De— D—ECP). 
证 明 因为 MpCzryy) 之 1 所 以 万 中 存在 从 工 到 的 有 向 路 , 即 dpCr y) 
十 cc、 *pdp(r.y)—mnzel 用 归纳 法 . 
8 doly) —1, 4] Ena AD. 4£8t aC EpGr, y), #4 P— ray. Bl a s 
AT Dh Arn RaR. TAA Gr) ilr 32 — 1, 2636 AL 3E. HE 
设 对 任何 图 H pH 中 任何 不 相同 两 点 x doy. RA dg yn 引 理 就 成 立 . 
Bry X D 4UREETEBdo.)—n2tT122,& PD (X501 
8A. x S] y hA aR Xa C ECPO de r € N5 GO4& do (a) — Gra 0,384 H 
AD vadMED-:o GEH ES E133 1.4. 0, 0] duly =n à 
归纳 假设 H ed f O9 PER 
Àuy Gr y) Ze An Cr y) — 1. 
jt P= zatar aniey. TÆ PS rarata d Tany AD PE 
为 (Ca 十 1) 的 从 工 到 y 的 有 向 路 . FEP ZEPPORS PEACAS A y 的 有 向 路 ， 
Hn Gc, 3) =m, {t BOEID) X. Dp PRD o AGB ES 若 日 也 是 
Hr Plr yA, 
Ap, Cr» y) = m 
I Ànp Gy) Ze Ag y) —1 
zm Ap y)-—]1. 
X BORAH.PG.ddihk.8 D—Bp4F$EA x 到 yy 492 65) abra. FLA 
BU(aiX D Pir, pAg. 于 是 
Àp, (zy) +1 = 1B U lad | Z2 An Gr y). 
9 n fik 3S ..5 x E, O 
定理 4.2 的 直接 证 明 只 需 证 明 9o Gr y) Zin r, y). 
A ApGOn y) —0, 88 D PREA x E] y 的 有 向 路 ,因而 plr y) 70b Ge, 
y) FE 1pfzr 2 m1. 
由 引 理 知 D FREI c Ly 的 有 向 路 PP 使 ipp ym- € 
Ann Ge yY221 I dr 8] 28e Dy, 中 存在 最 短 的 从 工 到 yy 的 有 向 路 了 EAD, p, 
325, Cr,32—l1z*m-— 2. 
一 般 地 ,车 An, p. GG XE RAE Dp,…p ,中 存在 最 短 的 (xX,y) 路 P, 


-Py 
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Bào, aan jp EDSR. Em As, , 
ML PR apre y) Ap Gr. y). O 

定理 4.2 与 定理 4.3 的 等 价 性 证 明 ”在 正文 中 ,我 们 已 从 定理 4.2 蛙 出 定 
理 4.3. 以 下 和 载 们 只 需 从 定理 4.3 导 址 定理 4.2, 线 图 (线圈 定义 在 1.4 节 ) 在 其 
中 起 了 桥梁 作用 . 

我 们 只 需 证 明 式 (4.5). 设 I 和 y 是 口中 两 个 不 同 顶点 , AD PZA 和 
后 得 到 的 图 为 DD ,a 二 (x a 0.b— ly yO EED HAD HARALD). 于 
是 由 定理 4.3 Å Cu Ca D) ku Ca E). 因此 ,为 证 明 式 (4.5) ,我 们 只 需 证 明 

nlx Ze Gulab), ku Ca b) > An re y). 

因为 电 中 每 条 从 a S[b hAm ED 中 一 条 从 XZ 到 yy 的 有 向 路 ,而 且 如 
果 吾 中 两 条 从 a ab 的 有 向 路 内 部 点 不 交 , 那 么 也 中 与 之 对 应 的 两 条 从 工 到 Y 
的 有 向 路 这 不 交 , 所 以 TE PEDE TUMOR 

另 一 方面 ,万 中 每 个 (wu,5) 分 离 集 对 应 中 中 一 个 (X,Yy) 鹤 边 集 , 因 而 有 np 
Cr, y) wn Gs), 口 

定理 4.2 与 推论 4. 1 的 等 价 性 证 朋 ”在 正文 中 ,我 们 已 从 推 论 4.1 蛙 出 定 
理 4.2, 以 下 只 需 从 定理 4.2 早出 推论 4.1. 

iE N-—GO,,0 R5 x fli 5 y BEEE. SAN 中 整数 最 大 流 且 BB 
—(S,S)E X dh f. SHEER aC EODD BeGO DAFT a 的 过 来 代替 
D 中 的 边 &， 令 这样 得 到 的 疡 图 为 D. AGAB DÆ val 了 条 边 不 交 的 从 x 到 
y 的 有 向 路 之 并 . 于 是 


val f = gy (Cr,y). (4.1) 

另 一 方面 ,由 于 了 是 最 大 流 而 了 一 FE (9S) 是 最 小 堆 边 集 ， 所 以 [习题 4 1.4) 

HEIT aCB.f(a)—c(3)720. 因此 DD' 中 与 4a€B 对 应 的 efa) 条 边 全 在 ES CS) 

中 . 反之 ;有 (9 中 边 是 平行 于 某 条 近 aCB. Wi ESCS)X D PRR 
边 集 , 且 


Àp Gr, 3) = | EbCS2| — capB. (4, 2^) 
由 定理 4.2 以 及 (4. 1 和 (4.2 ) 式 得 
val f = gy Gr y) = Ap Gr y? = capB. [] 


3 是 


4.2.1 (Menger 定理 ? 设 G 是 无 向 图 ,z 和 yy 是 G 中 不 同 两 顶点 . 证 明 : 
(a) g; Ur y) 7A Gr y); 
CD É rl y EG "P TAE LU] e Ce D Cr y). 
4.2.2. (0 举例 说 明 下 述 论 述 不 真 ， 
CO 车 也 中 任何 (xr, 路 和 ty,x) 路 都 有 公共 边 , 则 存在 aE EDER 50 Fi 
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和 (yz 路 都 伪 ai 
(D # DPA ECRDARVITSEBICH y) 路 , 则 D 中 存在 EH AGES Cy RR s 
(iD # que yD H qp Cy 20246 M D PETE 对 条 边 不 交 的 有 向 路 PP ， 
P, oV POQUQ SQ, FE P: 为 (xy) 路 且 负 为 (7 路 (一 1 2k). 
(b) A AERE D HRAT My 的 顶点 都 是 平衡 点 由 d(x) 一 dy C) — s. A D 
中 有 上 RITE v. 
(c) 证明: 车 口 是 平 衡 图 , 则 ta) 中 三 个 论述 都 成 立 . 
42.3 BG 是 直径 为 2 的 简单 无 向 图 ,zx,yEV(OY. WA: G 中 至 少 存在 min{ ds GO) do Cy! 
条 边 不 交 .ry 路 ,并 有 日 每 条 路 的 长 度 不 超过 4. 
4.2.4 证 明 ， 
a) 设 全 是 2 部 划分 为 {X,Y 的 正则 2 部 分 无 向 图 , 则 对 任何 xzEX, 存 在 yYEY 使 
中 存在 上 条 边 不 交 xy 路 CY. O. Hamidoune &- M, Las Vergnas, 1988) 
(b) E D R2 BA) (XY BT k EN 2 部 分 有 向 贺 , 则 对 任何 € XE yc Y 使 
口中 存在 25 RREA MR Pi Poite PIAQUGU Qs Qo B Pi 为 (fw) 路 ， 
Tfj Qi Ayo nr 1,2. 7s. 
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我 们 在 4. 2 节 中 定义 了 两 个 参数 o Gri 30 Hl An Ges 2 它们 分 别称 为 局 部 
点 连通 度 (local vertex-eonnectivity) 和 局 部 边 连通 度 (local edge-connectivity). 本 
节 我 们 讨论 图 的 整体 连通 度 (total connectivity). 

设 品 是 强 连通 图 , 非 空 集 SCV(D). #4 D-8 是非 强 连通 的 , 则 称 S 为 D 
的 分 离 集 (separating set)， 显 然 , 若 D 中 不 含 支 撑 子 图 KK; , 则 DD 必 有 分 离 集 . 
这 是 因为 , 若 D 中 不 会 支撑 子 图 KK; ID 的 直径 4(D) 之 2. 令 x,yEVLD) 使 
dy Ges y) -dOD) , FEVD: y) M D TARRE. E 

0, 车 品 非 强 连 通 ; 
(D) 一 i LA DS&HÓTEK/: 
min(|S| : SÆD 的 分 离 集 } ,其 他 情形 
3 D E38 EEIR E (strong connectivity). 若 CD) 2k, Wl £k D 为 强 & 连通 图 . 例 
如 ,完全 有 向 图 KK; 是 强 (y 一 1) 连 通 图 ,有 疝 圈 是 强 1 连通 图 ， 点 数 为 x 一 x(DD) 
的 分 离 集 称 为 «分离 集 ， 不 难看 出 , 当 品 不 含 尺 ;时 ， 
(D 一 min(kpCr, 3): Vx.y € VOD) H Eplir, y = Ø}. 

设 局 是 强 连通 图 , 非 空 集 BCED. # D—B 是 非 强 连通 的 , 则 称 B 为 截 
边 集 (cut edge-set)， 显 然 , 非 平凡 强 连通 图 必 合 截 边 集 . 回顾 在 2 2 节 中 我 们 定 
义 了 割 边 集 ， 对 于 强 连 通 图 . 割 边 集 必 会 截 边 集 , 但 截 边 集 涉 一 定 是 割 边 集 . 而 
对 于 连通 的 无 向 图 G, 这 两 个 概念 是 一 - 致 的 ， 定义 
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0. 车 口 的 阶 是 1 或 者 非 强 连通 的 ; 
mini |B|: BE D 的 截 边 集 } ,其 他 情形 
为 卫 的 强 边 连通 度 (strong edge-connectivity). 若 ACD) >k, W D 2938 & 边 连 
通 图 . 例如 ,完全 有 向 图 K* 是 强 (y 一 1) 边 连通 图 ,有 向 图 是 强 1 边 连 通 图 . XI 
数 为 4 二 4D} 的 截 边 集 称 为 2 截 边 集 ， 不 难看 出 

ACD) = minlAg(Cr, 32: Yzy € VOD. 

类 似 地 可 以 定义 无 向 图 的 连通 度 和 边 连 通 度 . 对 于 nn TTE ARE K eA 
(KOSSAK 9n— li ET 223) Bt. C,, 有 wtC,) 二 A(C,) 二 2; 对 于 任何 其 阶 
vzx2 的 树 T PR kCD)—ACD —1. 

设 G 是 无 向 图 ,D 是 G 的 对 称 有 向 图 ， 容易 看 出 ;S$ 是 的 分 离 集 所 3 ED 
的 分 离 集 ;B=(S,S) 是 G 的 截 边 集 兮 (S,5) 是 也 的 截 边 集 - 因此 

«(D =D); A(G) =A). 

本 节 只 讨论 有 向 图 ,所 述 有 关 x Ma 的 结果 ,对 无 向 图 自然 成 立 ; 不 再 一 一 
FÈ. 

KD) aD eD aA FIRR HP 

(D) = min(9* (D) e (D)}. 

它 的 无 向 图 形式 由 Whitney(1932) 首 次 发 现 , 故 在 文献 中 通常 称 为 Whitney 不 
等 式 , 

定理 4.4 MADD. 

证 明 不 妨 假 设 品 是 无 环 有 向 图 . 若 隔 是 平凡 图 , 则 

(D) =a) = 0 &(OD. 

以 下 假定 D 是 非 平凡 图 ,并 不 妨 设 xEV(D) 使 45 C) —8C(D).. hF ES (zx) 是 
D HEAR. LUI 


i» - | 


ACDY x 6D). 

以 下 对 强 边 连通 度 A280 用 归纳 法 来 证 明 

(D) x; AO) 
对 任何 非 平凡 图 D pr. M AO —08[. D 为 非 强 连通 图 ,所 以 有 «(OD —0—4 
(D). 

BELDA RHE E HE ACHD CR 的 图 H 都 成 立 , 并 设 ACD) 
=k]. 于 是 存在 截 边 集 BB 使 |B|==4CD)==k. $ ac B, H=D—a, Wi ACH) —£ 
一 ] 守 0， 由 归纳 假设 

KED « AGI = &— 1. 
X H g ERTEK, , 则 K* CD, 因 此 
xD)= yu—1=«(H) KACH?) 
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=k—1=AD)—1<AD. 
若 五 不 含 儿 ” , 则 五 中 存在 分 离 集 S {EIS SH). i D—S 非 强 连 通 , 则 
«C» x [5I — «GOD x AGI <D). 
车 DD 一 S$ 是 强 连通 的 ,并 日 xD 一 S) 一 2, 则 
Dy—1=vD—S)+|S|—1= |S|+1 
= ODE 1x AGD 十 1 一 AD)， 
Ti D 一 $S 是 强 连通 的 ,并 且 WD—8)2. H yoa Gy) lll SU Gr) s, 
SUiy} 是 号 的 分 离 集 ， 于 是 
KD |SI+1 =H) +1 
S ACH) -1 =k =X D) 
由 归纳 法 原理 ,定理 得 证 ， E 
推论 4.4.1. «(GA xG»). 
推论 4 4.2 对 任何 简单 平面 图 C HA (CO x5. 
图 4. 7 RHE GHA (60 —2,A(00 —3 和 6(G)==4. 事实 上 ,对 任何 3 个 
ERM A RILO eso, BITETEJEIR EE. G fi e (GO 4. A(GO —A E8602 —8(3J 
E 4.3.17). 注意 ;考虑 G ESPERA IEEE D , Bp FEM E EAHA ILE. 


B 4.7 
对 于 完全 图 K, AAE C. OIZRSDRUBE T A 
&(OK,) — ACK,) = 8CK,) = 1— 1, 
rlCa) — A06) = 30, = 2, 
KD — ACD) = 8€D) — 1. 
对 于 一 般 的 无 向 或 有 向 图 ,寻找 使 < 一 3 或 使 1 一 3 成 立 的 条 件 是 很 有 意义 
的 . 在 下 面 例 中 ,我 们 给 出 一 个 使 = 好 的 充分 条 件 (J. L. Jolivet(197?2), 它 的 无 
向 图 形式 由 J. Plesnik(1975) 得 到 }. 
例 4.3.1 设 品 是 强 连通 简单 图 ,DD HA dD, 
ACD) = 8CD). 
证 明 pa -—0.W] D ROPA. TER ACD) —0—80D. 3; daD) —1. 
则 DE9K;. WUA ACD) —»—1—8(0D. FR aCOD) —2.. 由 Whitney 不 等 式 ( 定 
H 4. DRAWER 
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ACD) > èD). 

4 BED 的 截 边 集 使 |B|=X(D)==4， 因 此 ,存在 V(D) 的 非 空 真子 集 S 使 
《S,S) 一 B( 习 题 4. 3. 2(a)), WE B E S 中 起 点 集 为 四,B YES 中 终点 集 为 Y. 我 
们 断定 

ISX]. IS\Y|=0. 
ETR M XC SAX, y € SNY. JB dox 3222 2,2FJ8 T (D) —2. 

AREE SW — 0 ri Y-iy yrs yel 

s = [NOD N Xl i= 1, 2b. 
则 因为 马 是 简单 图 ,所 以 
Sis —AGO)mbIÀ 
由 于 =D —min(ó^ (D),6 CD) ,所 以 
8 x dpCy)O x s; FG — 1). 
于 是 
b x Siste 二 A 十 b(6 一 1)， 


期 (注意 到 52>4 之 bp 之 1) 
AZ —bb—1D-—8-(G—PDGO—Dzse. C] 
下 面 的 例子 给 出 图 G e e 连通 的 充分 条 件 , 它 是 由 Bondy(1969) 和 Boesch 
《1974) 分 别 得 到 的 . 
例 4.3.2 设 G 是 简单 无 向 图 ,V(G)= {x ,zs sng hbd =de) Hi dis 
d, «d, VIK] FARA i=, ET |, dikti 


2 => d, anav is WCG Zh. 
WEBB (CIE) 设 x(G)<k. 由 于 ISl AG 中 存在 分 离 集 S 使 
«(GG < [S| 2 &— 1. 


4 H&G—S 中 阶 数 最 小 的 连通 分 支 ,并 且 令 H BR D= i| 
TETI | 即 ky 一 2i 十 1. 于 是 对 每 个 ZEV(HD 有 
dolo s; HD) i+ | S| ictk—2zv-—i—l. 
HA =D i| ÉH | B aceti 2A ER a 


顶点 x 全 在 S 中 . 又 因为 
d, > da >" > d yem ZV i, 
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所 以 IS|z;v—G—£-4-D-1- £. 
这 矛盾 于 1S| 一 一 1 BEDA (GO). 口 
连通 的 充分 条 件 , 其 证 明 只 需 作 稍 徽 修 改 . 
讨论 下 面 的 例子 是 很 有 趣 的 ， 
例 4.3.3 对 任意 的 3 ACIER vk Mm LL, Ime! H | 
令 ( 其 定义 见习 题 1. 4. 8) 
G= Ke V (Kn U Kim). 
EH G IIR ABER EE, d icd Sd, s NU 
m+k—2, Milsxixim 
d; —4v—m—]1l., ?"mdlsxixvv—kcl; 
y—1. 当 y 一 十 2 Kin. 
因为 对 每 个 1,1<i<| 70727 容易 验证 
d; 1 十 (8 一 1) 一 2 => ddt Svi 
所 以 由 例 4 3. 2 $0 eCCOZER—1, Bl G E CE — Di). 
另 一方 面 , 设 1<i<| TEH |g ise, de ILM, di m H2. 


Eris *EH Lala um oe bz. 因此 


di Kitk— 2da Buvi +m. 
而 当 i—m Bf.d;—idtk—2 且 dam Snil 故 不 完全 满足 例 4. 3. 2 中 的 条 
ff. 事实 上 ,G 显然 不 是 上 连通 的 ,因为 VCK,_,) 是 GG 的 一 个 分 离 集 ， 口 


下 列 定 理 给 出 图 是 强 点 连通 或 强 边 连 道 的 充分 必要 条 件 . 它 的 无 向 图 形 
式 首先 是 由 Whitney(1932) 给 出 的 , 故 有 时 称 它 为 Whitney 连通 判别 准则 . 

定理 4. 5CWhitney, 1932 if k>l 并 且 设 品 是 u( 洋 十 1) 阶 有 向 图 , 则 

G) DER €3 polr: Ek, Vr,yEVOD), 

GD AD SE S go Gr. yk, YrI,yEVCD). 

证 明 G) MP k—1 时 ,由 强 连通 图 和 to 的 定义 立即 知 结论 成 立 . 下 设 
k2, 
c>) Hb xo y E RAD 中 不 同 两 顶点 . 车 Ensley) = A, M 
Menger 定理 (4, 3) 1l 

k LKD) S epokes y) = EpGrs y). 
Fik Epler vy) ;并 令 p7 | EpCGrs y) | E dr xe. n 
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plr, y) 之 | Eofryy) ' = u> k. 
下 设 p , 并 设 
D' = D— EpCr, y). 
在 这 种 情形 下 仍 能 证 明 
polr. y) > k. 

( 反 证 法 ) 若 Ep Cry) RS] Iip Cri y) «k—p.. 因而 由 Menger 定理 (4. 

DAE D PEE ARE SCV y} tE 

|S| = £y G3) Skarl. 
于 是 iV|-|S|z&t1—(&—u—D-—pg-2. 
即 存在 zE Vx. y XS. Zr Ep Gro) | Ens Cr 20251. XREpGOoz— 
Ø. Mih Menger 定理 (4. DHA £p Ce D Zh. 因而 iw Cr 0Z5&— e BRUT ISI 
—u— 1. MADHE £y-sGe 2 Z1. EHER EH fos 30281. 因此 我 们 有 
£u-sCryYRlCFIÉT SED Pir. BERE 故 当 Ese 3) Adi, 
仍 有 pn Ek. 

(e) AA kl HREN D EREA. Bi DORATE KZ MD) 
—V—lz. REDT K; ,并 设 S 是 DD 的 < TAR. 于 是 D 一 S$ 不 是 强 连 通 
的 ,因而 存在 fz,yEV(D) 使 D 一 5S 中 不 存在 从 x 到 y 的 有 向 路 , 即 S 是 D Pir, 
》) 分 离 集 .于 是 


| 8| Ze ep Gr y). 
由 假定 £o Gr yk, MAh Menger 定理 (4. DA 
«D = IS| zm kp Gy) 一 Eola: y) > k. 

GD AIER A AEA C LJAA 4. 3. 1). O 
推论 4.5 设 忆 是 强 连通 有 向 图 , 则 
(D «(ODOZER > «(GD—3Ik—1, Vx€VOD, 

k(D—a)zmkR—1l, Vac€EQD) 
GD ACDOYZek => ACD—a)2k—1, Wag EOD. 器 


j Hm 


4.3.1 证 明定 理 4 5C RdfEie 4. 4. 1,3816 4. 4. 2 和 推论 4.5. 
4.3.2 设 吕 是 非 平凡 图 ,XD) 二 4,8 是 DD 的 4 截 边 集 . IBI. 
Go VCD) 中 存在 非 空 真 子 集 5 和 使 ED (5S) 二 B， 
(b? 2? D dc EL G.. B. 3770. Wü Ca» rf. S 满足 5[S] 和 GLS] 都 是 连通 子 图 . 


4.3.3. (WEN: d GRAMI] HE). MD ze. 


th) 2E BLURDIE TENER Elec» — l. AE v Bri IRE G fl G = 
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4, 8. 15 
4, 3. 16 


4. 3. 17 
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p HTI EE GR. 


(a) 证 明 : # GRAPAH Sv 2, ij “< 一 人 
(b) 举 例 说 明 :存在 v( 实 4) 阶 简单 图 GG 使 8 二 v 一 3, 并 且 i8. 


NEN: 着 G 是 简单 图 且 5>| Zv mase 


(bb) 举例 说 明 :存在 简单 图 G 使 | o» ]- 138 a 


iHAEDIHBSE LG). 证 明 «GDZA(D. 
B GECI 2 连通 图 . 证 明 G 中 存在 相 邻 两 项 点 z A y 使 G 一 {xr,v 仍 是 连通 
的 - 
设 G 是 vu( 宇 4) 阶 三 角 剖 分 图 . 证 明 : G 的 几何 对 侦 图 G' 是 2 边 连 通 3 正则 简单 图 . 
设 6G 是 3 连通 图 ,v 关 5. uH. EYE CEOE KG. Z3 (W.T. Tutte,1961) 
AE CDOYRRR a eai tx 是 DD 中 任意 & 十 1 个 顶点 . 证 明 ; D 中 有 条 内 部 点 不 实 
的 (zo sci? BEC e SR ALTER SURE RS Gn rod Fl im 1,2, E O FE DO PE PURA 
(fam ). 
d GIEERCRDIEGUBE uEBHG 中 任何 上 个 顶点 都 含 在 一 个 公共 的 图 上 . 

(G. A. Dirac, 1960) 


证 明 , 若 品 是 强 &( 之 1) 连 通 图 , 则 DD 的 围 长 8(D)S<| + |- 


证 明 : 若 喇 是 强 连 通 简 单 有 向 图 , 则 yxtDD)C4(D) 一 3) 十 7 十 6 十 2, 

EH: 

(WB G J&JGI8] I 3 EL ACGO Z2 MFE G B — P zE [8] EEL D. (8 CD) 221. 

(b) G Æ Euler M, # E. ACGO Ze 2k, Wi] G FEER D. f ACDO Ze. CNasb-Wil- 
liams(1950) 已 证 明 , 3E A(GO 22k. IU] G REEDA D E ACDO Ze. ) 

iE DEG 的 定向 图 . 证 明 ; # a(k, W AGEk. 

EGE ENEAS? EH: FE GATE G 及 不 相 邻 两 顶点 zi y €V 

(G) i=1,2 M18 G Br Gi G 以 及 m yim y 由 “梯子 ”连接 的 图 所 组 成 (如 下 

图 所 示 }. 


{习题 4, 3. 16) 
设 v,5,x 和 4 都 是 给 定 的 非 负 整数 . 证 明 : 存在 v 阶 简单 图 避 使 得 8(G) 二 8, KGC) 一 
&» A(2—4 O9 下 列 条 件 之 一 成 立 : 
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(a) Oscecascó«s | i i 
(bo 15:26—2— vac AS O 1s 
(c) 一 人 一 6 一 "一 1. 


应 用 


44 运输 方案 的 设计 


商品 从 产地 运 到 销 地 的 必 经 之 途 构 成 一 个 交通 系统 . 假若 此 交通 系统 各 段 
运输 容量 给 定 . 试 设计 一 个 运输 方案 ,由 此 方案 将 商品 从 产地 运 到 销 地 有 最 大 
的 输送 量 . 如果 再 想 提 高 输送 量 ,需要 增加 那些 路 段 的 运输 容量 ， 

若 将 此 交通 系统 看 作 是 一 个 容量 网 络 N 二 CD,.,,c), 其 中 也 是 由 这 个 交通 
系统 构成 的 简单 连通 图 ,发 点 x 和 收 点 y 分 别 看 作 商 品 的 产地 和 和 销 地 ,容量 消 数 
cE ED) 看 成 是 运输 容量 .于 是 上 述 问 题 归结 为 在 N 中 求 一 个 最 大 (x,y) 流 和 
最 小 容量 的 (x,y) 截 边 集 ， 本 节 将 介绍 一 个 解 这 个 问题 的 有 效 算法 . 

设 fEELD) 是 N==(D,ye) 中 的 (xr,y) 流 ,4 是 DD PMA uZ HPE 
D 中 一 条 连接 x 和 的 路 (不 一 定 是 有 向 路 ). £8 P Jr 到 w 的 方向 为 正 向 ， 
HL P'AP 分 别 表示 EC《P) 中 与 PP 的 正 向 和 反 向 一 致 的 边 集 , 令 

c(a) flia), age P, 

fia. SacP. 
并 令 ap(u) = min(a(a):a € ELP) }, 
xk coplu) 一 0, 则 称 P 了 是 了 饱和 路 (saturated path). Zoe G070, Wk P Æ f dE 
饱和 路 (unsatorated path). f 非 饱 和 的 xy PK P SR f SEI ER Cinerementing 
path， 之 所 以 称 为 增 广 路 ,是 因为 流 了 的 流量 沿 此 路 是 可 以 增加 的 . 事实 上 ,由 

fico. iac PH， 

fla) = | 


ola) = 


Jia — ora), Xiac FP, (4. 14) 
fia), RE 
Hrsg S88 Fe €O»JR N 中 的 (z, 妨 流 并 且 val f— val for (习题 4.4.1). f 
称 为 基于 了 增 广 路 己 WEH revised flow). 

例 4.4.1 考察 图 4.8(a) 所 示 的 网 络 N— CD, «0 , 边 上 的 有 序数 对 分 别 是 
Wf WmkEed4gfü.vaf—6. P—xG.axsGe s ww, y) yl D 中 一 条 连接 < 和 
?的 路 (图 中 粗 边 所 示 ). 给 定 P 的 正 向 从 x Sj y. 于 是 ， 

te(Gey). P ={(s 7) lws), 
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gw y) eCGe,y)) — fCOu.402—3 —0—8, 
aCGyuax)) m fCGOs, r)222, Es nD EP, 
olkwss) i= fCO 832) = 3, tws DEP , 


ap Cx) — minleCGec 42) ot (ss, r) »oCGCun 031 


-—miní3,2,3) -- 27-0, 


ta N—-O, OR f (b) EIE 7 
3] 48 

BEL P E f EMK ny 路 ,也 是 子 雯 广 路 . 按 (4. 13) 所 定义 的 修正 流 了 如 图 
4, 8Cb) Ba sval f—val f—2:- 8. 

定理 4. 6(Ford B. Fulkerson, 1957》 N—- CD, O Rita yo dft 了 是 最 大 
HEN mE fI. 

证 明 ENPAS P WET P ISAEIER T 比 了 有 更 大 的 流 
量 . 所 以 NN 中 不 含 了 增 广 路 . 

GEHEN RE SA ES 

S= lu € VOD); N 中 存在 了 非 饱和 的 .ru 路 上 

W rES ygs. Kik B-(G.S)E DÉgG. EE. 任 取 aeS, SHG < 一 
usw), MuESwEsS., HF uE S, EE SERME cu FR Q. 

É fla ea) M Qa J& N PRAES RA zw R we S. 1x JE 
Tow*S. 所 以 fia) e). 

同样 可 证 ; iac (G.S), I ftu} 二 0. 于 是 

val f = cap B. 

Ut B'E N 中 容量 最 小 的 (r,y) 截 边 集 .f° 是 NN 中 最 大 (x,y) 流 ; 则 由 最 大 

流 最 小 裁定 理 (4, 1) 知 
val f «i val f^ = capB* xz capB = val f. 

由 此 知 了 是 最 大 (x,y) 流 ,而 B 是 最 小 容量 的 (x,y) 截 边 集 . C 

EH 4. 6 提供 了 一 个 求 整 容量 网 络 中 最 大 流 最 小 截 的 有 效 算法 ， 这 个 算法 
称 为 标号 法 <labelling methody， 它 是 由 Ford 和 Fulkerson(1957) 首 先 提 出 , 然 
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后 由 Edmonds 和 Karp(1972) 稍 加 修正 的 ， 
标号 法 的 基本 思想 是 从 N 中 任何 一 个 已 知 Cr,y) 流 f£ CBIEIERE LC 3T 98 i 
归 地 构 作 出 一 个 其 流量 不 断 增加 的 流 序列 ,并 且 终 目 于 最 大 流 . 在 每 个 新 的 流 f 
作出 之 后 ,她 果 存 在 了 增 广 路 P, 则 和 作出 基于 PP 的 修正 流 了 ,然后 将 了 作为 初始 
流 重新 执行 算法 . 如 果 不 存 在 了 增 广 路 , 则 算法 停止 , 由 定理 4.6 知 了 是 最 大 
流 . 
标号 法 的 具体 做 法 是 从 已 知 (r,»y) 流 了 开始 , 求 出 DD 的 顶点 标号 序列 . 首 
先 标 上 为 (一 ,oo) 3f Lo (x3. EVD). 如 果品 中 存在 f 非 饱 和 的 zx 路 
P.H Aida Sorte). URP LIA z 前 面 一 个 顶点 为 u. Eaz) CED). W 
zR ul aD E eD) EED), M e R al HK z HSALL 中. 在 
算法 执行 过 程 中 ,已 标号 的 顶点 依次 进 人 工 , 又 依次 地 从 工 PNE HEAR 
时 ,如 果 y 被 标 号 , 则 了 不 是 最 大 流 . 于 是 存在 了 增 广 路 忆 并 和 且 得 到 一 个 基于 这 
条 了 增 广 路 了 的 修正 流产 WE y 未 被 标号 ,但 工 一 乡 , 则 表明 了 是 最 大 流 , 而 
已 被 标号 顶点 集 S 到 未 被 标号 顶点 集 $ 的 边 集 (S,S) 构 成 一 个 最 小 容量 的 (xz， 
PRIE. 
在 算法 的 执行 过 程 中 , 中 顶点 被 分 成 三 类 :未 被 标号 ( 即 未 曾 进 人 工 ); 已 
”被 标号 但 未 被 删 去 ( 即 仍 在 工 中 ); 已 被 标号 且 已 被 删 去 ( 即 已 从 工 中山 去 )， 标 
号 程序 中 应 本 着 “ 先 标 导 先 删 去 ”, 即 “先进 先 出 ”的 原则 , 即 在 删 去 = 之 前 应 先 删 
去 在 < 之 前 已 被 标号 过 的 顶点 . 这 样 做 的 目的 是 确保 选择 一 条 最 短 了 增 广 路 . 
我 们 将 在 本 节 结 束 之 前 指出 这 样 的 限制 并 非 没 有 意义 ， 
标号 法 
l. ERN tB — P Ges E 扰 例 如 零 流 ) 并 给 x 以 标号 (一 yco) ,并 令 工 一 
{ 
2. WEL PRAILE u. EL). WIR IE. 了 是 最 大 流 . ELAD, ER 
未 被 标号 硕 点 ,并 将 = 列 人 工 的 后 面 . 
(E a= lud EED), HHE fGoeGO Wiz z 以 标号 (xi ua); 
(4; a— (2.10 € ECDO ,并且 f(a) 守 0, 则 给 x 以 标号 (x o). 
3. Zi y 被 标号, 则 进入 第 4 步 ; 若 y 未 被 标号 , 则 转 人 第 2 步 . 
4. 已 被 标号 的 顶点 构成 忆 pA SA AP: 
T= Tya Xar Ti aar, — y. 
其 中 对 每 个 11,2, n 24 a; Ga i ir: WIRE AC le) 
a, = (T; s Xi ) ,x 的 标号 为 Cx! OCX) ). 在 第 一 种 情况 下 用 fiad toG E 
AUG ;在 第 二 种 情况 下 用 f(ai) NER f(ai) 而 得 新 流 了 除 掉 所 有 标号 
HAF ERI RARI 步 . 
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例 4.4.2 考察 图 4.9(a) 所 示 的 网 络 N— (De) , 边 上 的 数值 分 别 表示 流 
fà m. 
753) 13 


* 
S2) 14 1 
(b) 


Bp 4.9 标号 法 的 应 用 之 一 


1. 取 初 给 流 A( 如 图 4. 9a) 所 示 ) val f—4,x Bil EC o) L= (21. 
2. 执行 过 程 见 下 表 
顶点 标号 过 程 


ziC-.9) 


no 8) 


4b MR 


EE 2) 


frs nomin 2 
xi —.96) a ass V2) 


Rel 2) G* ,2) 


rr oma 23 ry ut 2) 
xo) K wis 2) 


Nai(x7 2) G* ,2) 


上 述 过 程 见 图 4 9(GDO— (GD BER. 
最 后 我 们 得 到 一 条 下 增 广 路 PP， 
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P = x (rr) r (ru) uy y. 
orly —2, f ÆFP 的 修正 流产 如 图 4. 10G0 BR Lo LORES Con 
cla). 再 把 六 作为 初始 流 继续 执行 标号 法 ,具体 过 程 见 图 4. 100) — (D BER. 


图 和 10 标号 法 的 应 用 之 二 
在 图 4. 10(d) 中 ,我 们 得 到 一 条 地 增 广 路 
P = x (sir) s (ws) w Ewy) y. 
ap (y) 2, valf =6, f EFP HEEN S 如 图 4 11(a) 所 示 , 边 e 上 的 数值 分 
Jide f" (a) 和 cla). RE f^ 作为 初始 流 ,再 继续 执行 标号 法 . 然而 在 期 去 顶点 r 
时 5( 见 图 二 110000. BA, L PWE r BELL— 25.37. B. yy 未 被 标号 ， 所 示 f°" 是 最 
大 流 而 对 应 的 最 小 容量 (x,y) 截 边 集 是 (5,5), 其 中 S={r,rj ,valf”* —8. 


u 


图 4.11 标号 法 的 应 用 之 三 
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若 将 图 4. 11(a) 看 成 一 个 交通 系统 , 则 图 上 所 示 的 流 了 就 是 一 个 商品 运输 
3 x. 用 此 方案 调运 商品 ,输送 量 为 8，(S,S5) 表 示 此 交通 系统 的 “瓶颈 "地 段 . 
欲 提 高 输送 量 , 就 必须 增加 (3.5) 的 容量 . 例如 ,车 将 ex,z) 由 2 提高 到 4, 则 输 
送 量 可 由 8 提高 到 10， L 

定理 4.7 设 N 23 CUTES SASAE AERA 
Gy) itin ps SETA SELL 了 是 最 大 (z,y) 流 ,(5,S) 是 最 小 容量 的 (>,y) 截 
边 集 . 

证 明 ”车 在 算法 的 第 二 步 中 有 工 一 好 , 则 N 中 不 存在 了 增 广 路 ， 于 是 由 定 
理 4.6 知 了 是 最 大 (xz,y) 流 ,而 (S,S) 是 最 小 容量 的 (x,y) 截 边 集 ,其 中 5 为 已 被 
标号 的 顶点 集 . 

如 果 工 径 季 .每 次 当 完 成 算法 中 的 第 四 步 时 ,就 构造 出 其 流量 比 了 更 大 的 访 
f. 由 于 对 N 中 任何 (zx,) 流 六 均 有 val f «icapCES G0 rfi Eh GO D rf 
以 zx 为 起 点 的 边 集 . 并 于 由 于 N 是 整容 量 网 络 , 所 以 第 四 步 最 多 重复 capl Ep 
(x)) 步 ,该 算法 可 以 在 有 限 步 内 结束 . CC 

我 们 已 在 前 面 指出 在 标号 程序 中 应 本 着 “ 先 标号 先 圳 去 ”的 原则 . 考虑 图 
4. 12 所 示 的 容量 网 络 N= (Dae). TA N 中 存在 一 个 流量 为 2m 的 (x,y) 流 
f. 若 从 零 流 开始 ,交错 选取 Lx, ,To Laga RUCE, La exo xs xs TED 
广 路 ,每 次 修正 流 增加 单位 流量 ,需要 进行 2m 十 1 次 标号 过 程 . 因为 m 是 任意 
的 ,所 以 执行 标号 算法 所 需要 的 计算 次 数 不 能 以 ， 和 # 的 多 项 式 函 数 为 其 上 界 , 
换言之 , 它 不 是 一 个 有 效 算 法 ， 若 按 “ 先 标号 先 删 去 ”的 原则 ,标号 程序 只 需 进 行 
2 次 就 可 获得 最 大 流 ( 习 题 4, 4. 4). 


3 m Xs M Xs 
图 4.12 
事实 上 ,对 于 一 般 的 整容 量 网 络 N, 我 们 可 以 证 明 ( 见 习题 4 4. 6): 若 每 次 


修正 流 了 是 通过 最 短 了 增 广 路 获得 的 , 则 标号 程序 至 多 进行 六 ex 次 就 可 以 获得 


最 大 流 . 
值得 指出 的 是 ,对 无 理 数 容量 网 络 ,Ford & Fulkerson 给 出 了 一 个 例子 ,说 
得 称号 法 不 能 在 有 限 步 内 停 赴 , 并 且 计 算 过 程 中 得 到 的 流 序列 也 不 收敛 于 最 大 流 . 
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注 当 c 二 ] 时 ,标号 法 求 出 的 最 大 流 f YE AUG y) valf. 换言之 ,标号 
法 为 求 图 的 强 边 连通 度 提 供 了 一 个 有 效 算法 . 
习 题 


44.1 EHH. 038 HB AM EADE N Hir o BE ELI E: 
val f—val fae (3). 
414,2. 求 下 列 罕 基 网 络 中 最 大 (z, 轨 流 和 最 小 (z, 轨 截 边 集 . 


(习题 4. 4. 2) 
44.3. dta; fx: 两 个 工厂 生产 的 产品 ,通过 下 列 交通 系统 运送 到 市 场 MERZ My. 试 设 
计 一 个 具有 最 大 运送 量 的 运输 方案 . 


CJ 8f 4. 4. 3) 
4.4.4 利用 标号 法 求 图 4. 12 所 示 的 容 景 网 络 中 的 最 大 (zy2 流 . 
4. 4.5 证 明 , 标 号 法 可 以 推广 到 画 数 为 非 负 有 埋 数 的 容量 网 络 ， 
4.4.6 i& NETT EPA. 证明 : 
(a) feb Be oe CEE NE f fo ERU S Ar Wee au WU es S BUT € fT 


Je 次 就 可 以 获得 最大 流 
(b) 标号 法 是 有 效 算法 ,其 复杂 度 为 Oe’). 


45 最 优 运输 方案 的 设计 


在 和 4 节 中 ,利用 标号 法 设计 运输 方案 时 .我 们 考虑 的 仅仅 是 流量 .而 没有 
考虑 到 费用 《或 者 说 仅 考虑 在 各 路 段 中 单位 输送 量 的 费用 都 相等 )， 在 实际 问题 
中 ,费用 的 因素 很 重要 . 由 于 在 各 路 段 中 运输 设备 的 不 同 . 所 以 单位 输送 量 的 费 
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用 不 尽 相 等 , 这 就 要 求 我 们 设计 一 个 输送 量 最 大 且 总 的 运输 费用 最 小 的 运输 方 
案 . 这 样 的 运输 方案 称 为 最 忧 运 输 方 案 . 

用 一 个 被 称 为 费用 容 最 网络 IN — (D, ,b,c) 表 示 该 交通 系统 ,其 中 be 60D) 
表示 单位 流量 费用 函数 ,cE 6 了 ) 是 容量 函数 ， 图 4 13Ca) 所 示 的 是 一 个 费用 容 
量 网 络 N-— GO, b.e) ,其 中 边 a 上 的 有 序数 对 分 别 表示 费用 函数 b MAERA 
c 在 边 a 上 的 值 hta} 和 ela), E f EN Pir, ygi Dn] 

b OD = » fKGb(G) 


定义 为 了 的 费用 . 若 对 N 中 其 流量 等 于 val 了 的 任何 一 个 (zx,y) 流 f£ Eb) 
«b P, Wes /为 最 小 费用 流 . 

于 是 用 阅 络 的 语言 来 讲 ,最 优 运输 方案 的 设计 就 是 在 费用 容量 网 络 N— 
(Do,b,e) 中 求 最 大 (x,y) 流 卫生 使 费用 bl 了) 最 小 这样 的 流 称 为 最 小 费用 最 
大 流 Cminimunreost maximum flow). 

设 N==(D,,, 4,e) 为 费用 容量 网 络 ,了 是 N 中 Cz,y) 的 流 . CED 中 有 指定 
正 向 的 圈 . 今 
cla) fla), Haec, 
fia), 若 aEC ， 

c(C) — miníe(a) :a€ ECC). 

E D HHA C fEdE— EIE (COO, Higgs C Jy f£ SRI Bl Cinerementing 
cycle), F S W ACROTA FED: 

fiD-c«O. Hacc, 
Fa 一 | 


sy 


fia)—c(O, acC, (4. 15) 
fia» 其 他 . 
容易 验证 了 是 N 中 (zx,y) 流 而 且 val f— val /习题 4. 5. D. F RAET S 增 广 
图 C 的 修正 流 (revised flow). 
例 4.5.1 考察 图 4.13(a) 所 示 的 网 络 N— (D, ,b,c). 它 是 我 们 在 例 4. 4. 
2 中 考虑 的 网 络 , 在 那里 我 们 已 求 出 最 大 (zy 流 了 如 图 4 13(b? 所 示 . 设 品 中 
C= s (ws) w (w, y) y (tsy) t D s 
的 正 向 与 顺 时 针 方向 一 致 . 于 是 
Ct= (Go), C (G2, 0,30. G D). 
aCGws, y)) = elwy) — flwy) — 3—2— 1, 
a(Go, 32) = f(Gw 3) = 1, a(t, y) = ft, y)) —2, 
ost)) = f(G.) = 1. 
c(C) = minic(a):a € E(C)) = min!l.2; = 179. 
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所 以 C 是 了 增 广 图 . 按 (4.15) 式 定义 的 修正 流 了 如 图 4.13(e) 所 示 ,val f=8= 
val f. 通过 计算 有 让 二 62, 而 BC( 六 二 56. 口 
2,3 


(I KARHE ANE te DF) 
图 4.13 Kjein 算 法 的 应 用 

我 们 就 是 通过 找 出 卫 增 广 图 ,然后 对 流 了 进行 保 量 修正 使 其 费用 不 断 减 少 ， 
直到 找 出 最 小 费用 流 . 那么 ,怎样 才 算 找 到 了 最 小 费用 流 呢 ?下面 提 供 一 个 判 
定 准则 . 为 此 ,我 们 还 要 引进 下 面 的 定义 . 

设 C 是 一 个 了 增 广 图 , 则 

b(C) 一 $} bla) 一 21 bla) 
agtt acc 

XE LOS BEIC. 的 费用 ， 

定理 4.8 N 中 (zx;y) 流 了 是 最 小 费用 流 洁 N rige FNIT BICIS 
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(C220. 
证 明 (3E fF OERUDBSHRA.CIÓE JOMIC BOE I EFSA EC 
的 修正 流 ， 由 于 val f—val 了 ,所 以 
OKKP — sCO( Dba) — > blaj) 
act 


«cC 


= e(OBO. 
由 于 ageC?>0, 所 以 从 上 式 推出 5C) Z0. 

Cei f£ EN Pr HARF N 中 每 条 了 增 广 图 C REOR. 
欲 证 具有 最 小 费用 ,只 需 证 明和 N 中 其 流量 等 于 val 了 的 任何 最 小 费用 (zx,y) 流 
T RE 

BFO mb. 


为 此 , 令 a = (y,x), D = Doa 
并 补充 定义 eta’) =+ co,b(a') — 0, 


于 是 得 到 一 个 新 网 络 N 一 (D ,b,c)， 若 再 补充 定义 
fia = f (a = val f 
Wu ya 都 是 DD' 的 圈 空 间 UD’) 中 的 圈 向 量 . 
B TED AH neyt sadn 一 CC 了) = [a1 62 »*** da ssi] s 
Cfi fi fay 是 图 空间 CD) por T HEER, Kp f, 是 对 应 于 圈 C， 
—T-Fa; PUER IE] EE 2— 1.2.71. 二 是 


nti ml 
f= 2, fafi f = Zf (ad f. 


令 c; = f'a fa), i-—1,2,n- 1. 
ztl atl 

则 F = DaD tads = f af. (4. 16) 
i-1 二 1 


BHE i OSISH o0, WAH C, 是 了 H8) B8. RER boz. 
车 存在 i Oso fd o0, MWR C, SE TSLB C. CREE C; Pih a: 的 逆向 ) 
是 最 小 费用 流 f^ RTE. 由 必要 性 知 BC Z0, BEDA 
b(C)-— —BO x. 
并 注意 到 -一 0, 所 以 
gG,BXCOZEO, i=112,.0 71n1, 
PEE IORA O= KC 


a41 


b F* )— KAH Dobl f 
i-l 


arl 
=W NH S abC SAA). 
i=] 
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充分 性 得 证 . 
于 是 定理 证 毕 ， [.] 
定理 4.8 提供 了 解 最 小 费用 景 大 流 问 题 的 一 个 算法 .这 个 算法 是 Klein 
《1967) 提 出 的 ， 算 法 的 基本 想法 是 ;从 N 中 任何 一 个 Cx, 最 大 流 了 出 发 ,检查 
每 个 了 增 广 圈 ， 若 所 有 了 增 广 图 的 费用 都 是 非 负 的 , 则 了 就 是 所 求 的 最 小 费用 
最 大 流 ， 若 存在 SAEC 使 得 8(C)<<0, 则 用 修正 流 了 替代 了 再 重复 上 述 过 
程 . 


外 此 可 以 看 出 .从 一 个 最 大 流 了 了 过渡 到 另 一 个 最 大 流 了 的 关键 是 寻找 其 费 
BARE F E. 我们 可 以 通过 作 辅 助 图 DD( 了 ) 来 实现 这 一 点 . 

设 aEEC(D), 用 站 表示 通过 改变 a 的 方向 而 得 到 的 新 边 ， 定义 加 权 图 (D 
(ow). 

VOX» = VOD. 
Bac ECOD. 

E G0. WacEOCXGDHB wWa)=bla); 

£ fiela) M zc ELIDODO.B. wGo— ba); 

zr OGGI et EED wa) Sba) BHwGO — —b(a). 

例如 ,参见 图 4. 13D RR AREE CO PEOR BI Cn 0 S 5 D CIO HF 
HA ARR å. 

CEDES A, MAHE EEC , 均 有 0< Fe)<efa), 因 而 ai 
EEDA). 设 忆 是 DC(f) 中 对 应 于 C 的 有 向 圈 使 C7CEECC). 令 E+=Ct .0 
=E , 则 C 的 费用 

KO= 之 bla) 一 > bla) 


se 
= Swa D C wG» 


«ect act 


一 wa) = w). 


反之， REDDAM, A 
C*— {a c E): wa) 70), 
~= E(AC. 
W C' CEDA rera à. 令 
>=, C—lac ED acc 
Wiz SEC! UC 构成 口中 下 增 广 图 ,并 且 
w(C) — M wa) = Diwa 21 C wt)) 


4€ Ed agit aec 
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一 > bla) 一 2 bla) = b(C). 


于 是 寻找 D 中 其 费用 <0 的 / 增 广 图 就 等 价 于 在 DC) 寻找 负 权 和 的 有 向 图 此 
有 向 图 称 为 负 和 图. 于 是 我 们 得 到 ， 

定理 4,9 No 中 (z,y) 流 了 是 最 小 费用 流 傅 口 ( 广 中 不 含 负 圈 . 

Klein 算法 

l. 求 N 中 的 最 大 (z,y) 流 f: 

2. 构造 DC 

3, 3k DC pri fe P8. 若 无 负 圈 , 则 停止 ,此 时 了 是 最 小 费用 最 大 流 . Æ D 

MARE C, C* UCE SA AGER C 的 方向 一 致 ) , 作 修正 
流 了 ,并 用 了 代替 了 转 人 第 ] 步 . 

例 4.5.2 考察 图 4.13(a) 所 示 的 网 络 ,其 中 边 a .上 的 有 序数 对 分 别 是 h(a) 
Mela) 在 例 4.4.2 中 ,我 们 已 求 得 最 大 流 了 如 图 4.13(b) 所 示 ， 由 Klein 算法 
构 作 的 DOWA 4. 13(d) 所 示 , 粗 弧 表示 的 是 一 条 负 园 ,对 应 的 了 增 广 图 如 图 
4. 13(b) 中 粗 边 所 示 、 基于 这 个 了 增 广 图 的 修正 流 关 如 图 4. 13Cc) 所 示 . 再 执行 
Klein 算法 构 作 DD SIBI 4. 13Ce) 所 示 ,D( 了 ) 中 无 负 圈 ,所 以 了 是 最 小 费用 最 
大 流 . 3D EB) —62756-b5G»). t] 


3 8 


4.5.1 证 明 , 由 (4.14) 式 给 出 的 7E CD f N IB Ce yB, val f— val f. 
4.5.2 利用 Klein 算法 求 下 列 两 个 网 络 的 最 小 费用 最 大 流 , 边 as 上 的 有 序数 对 分 别 为 bta) 
Fela). 
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4.5.3. B fF Gom P 是 所 有 f 增 广 路 中 帆 用 b(P) 最 小 的 一 条 ,f 是 基于 PP 的 修正 流 . 
(a) 证 明 ,若是 最 小 费用 流 , 则 了 也 是 最 小 费用 流 . 
(b). 证 明 : 求 DD 中 最 小 费用 耻 增 广 路 仿 求 DPR zy 路 ， 
Ce) 利用 (a) 和 (bb) 设 计 一 个 求 最 小 费用 最 大 流 的 算法 ,并 用 此 算法 验证 习题 4 5.2 求 
出 的 流 是 最 小 费用 最 大 流 CR. G. Busacker &- P. J. Gowen,1961). 


4.6 中 国 投递 员 问题 


一 个 投递 员 每 次 投递 邮件 都 要 走 遍 他 所 负责 投递 区 域内 的 每 条 街道 .完成 
投递 任务 后 回 到 邮局 ， 他 应 怎样 选择 路 线 使 他 所 走 的 总 路 程 最 短 ? 国际 上 称 这 
个 问题 为 中 国 投递 员 问 题 (Chinese postman problem)， 它 是 由 我 国 管 梅 谷 教授 
(1960) 首 先 提出 并 进行 研究 的 ， 

我 们 把 投递 员 所 负责 投递 区 域 看 作 一 个 连通 的 加 权 有 向 图 (D,w), 其 中 DD 
的 顶点 视 为 街道 的 交叉 口 , 街 道 ( 单 向 ) 视 为 边 , 权 视 为 街道 的 长 度 (当然 是 正 
数 )， 经 过 (D,w) 中 每 条 边 至 少 一 次 的 有 向 闭 链 称 为 邮 路 (post-tour)， 具 有 最 小 
权 的 邮 路 称 为 最 优 邮 路 (optimal post-tour). 解 中 国 投递 员 问 题 就 是 在 连通 的 加 
正 权 图 (DD, 中 找 出 一 条 最 优 邮 路 . 

在 现实 生活 中 ,有 许多 问题 ,比如 城市 里 的 酒水 车 , 扫 雪 车 ,垃圾 清扫 车 和 参 

. 观 展览 馆 等 最 佳 行走 路 线 问 题 都 可 以 归结 为 中 国 投递 员 问 题 . 

由 于 中 国 投递 员 问 题 的 广泛 应 用 ,引起 了 人 们 极 大 的 研究 兴趣 ,提出 了 许多 
好 的 解决 方法 ， 本 节 将 介绍 一 个 解 中 国 投 递 员 问题 的 有 效 算法 . Eh Edmonds 
和 Johnson(1973} 首 先 提 出 来 的 . 

首先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 D 是 Euler 图 的 情形 . # D 是 Euler 图 , 则 由 于 
任何 Euler 有 向 回 都 是 一 条 通过 DD 的 每 条 边 正好 一 次 的 邮 路 ,因而 是 最 优 邮 路 . 
在 这 种 情形 下 ,中 国 投递 员 问 题 是 容易 解决 的 . 因为 在 这 样 的 图 中 存在 着 确定 
Euler 有 向 回 的 有 效 算法 ， 

因为 也 是 Euler 图 ,所 以 也 是 强 连通 的 , 于 是 (习题 2. 2.2) 对 任何 r € V 
(D),D 中 存在 根 在 zx。 的 支撑 树 形 图 . 我 们 利用 Moore-Dijkstra 算 法 可 以 求 出 
一 棵 根 在 x, 的 支撑 树 形 图 T. 对 应 于 T, 我 们 给 出 求 Euler 有 向 回 的 算法 ， 

Edmonds-Johnson X X ; 

l. ER r € VOD) RARE .rm 的 支撑 树 形 图 下 ,并 今 PP, 二 xo， 

2. 设 有 向 迹 PiS raia drta 已 确定 . Bans € EID Ga sas. 

* Mi Mh 
(D goldi d5 Graii 
GD a; € ECDREUC XUI 3 n] E, 
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3. 知 第 二 步 不 能 再 执行 时 , 则 停止 . 

定理 4.10 上述 算法 终止 时 构造 出 的 有 向 迹 是 D 中 的 一 条 Euler 有 向 回 . 

WEBB 设 记 二 xwanzw-14s1"…42xi41xo 是 上 述 算 法 终止 时 构造 出 来 的 有 向 
Xk. AA D Æ Euler 图 ,所 以 由 定理 1.5 ALD 是 平衡 图 . Ar, =x, RIP, 是 
有 向 闭 迹 . 

# P, 不 是 Euler £ if [8] Ul] fefe b EED) H b € ECP).. Weg (b = Gi. 
x. 由 算法 的 第 22pGD rA b CECD. BUT db G0 —dp GO B. d£ Gr? 
二 dp Gr ;所 以 必 存 在 bECD) 且 b: € ECP,MBgo (s) — Cr x0. 由 算法 第 2 
PGD ARCET). 同样 理由 可 知 存在 b € ECD) B. b EEP f uo Coo) 
— Gr 31) b C ECT). 于 是 我 们 得 到 一 系列 边 bi sb sbe EIRA T 上 的 一 
条 从 xu 到 xz 的 有 向 路 一 直 退 到 zx; 一 x， 由 于 d$ G2 — do G0 B. dE G0 — 
ds, Go) ,所 以 存在 a € Ep Gr, Mia EEO. 这 矛盾 于 算法 第 3 步 . 因此 P, 是 
Euler 有 向 回 ， 口 

例 4.6.1 考察 图 4. 14 所 示 的 图 D. 因 吕 是 连通 的 平衡 图 ,所 以 由 定理 1. 
5 H DE Euer 有 向 图 考虑 根 在 zi 支撑 树 形 图 工 (由 图 中 粗 边 所 示 》。 B EXE 
算法 得 到 一 条 Euler 有 向 回 
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Pas ais £o dias di Xa diz Ls Gil Xe dig £1 s 
SUB UR Ta p Xa dg Xt ds Zi 4 X. da Xa do Xs d) Xi. L] 

下 面 讨论 图 D$ Euler 有 向 回 的 情形 ， 先 解决 此 情形 下 邮 路 存在 性 问 
AE. fup 4.15 所 示 的 图 D 中 椒 存在 邮 路 .这 是 因为 DD 中 不 存在 从 {yi，, yo ys} 
Sl Ur; ,tz ,x3} 的 有 向 路 , 即 D 不 是 强 连 通 的 . 

定理 4. 11 D ARSD 强 连通 . 

证 明 (=>) 由 邮 路 的 定义 立即 知 D 
是 强 连 通 的 . 

(二 ) 设 D 是 强 连 通 图 ,所 以 DD 中 必 
TAHE. 取 DD 中 一 条 有 向 闭 链 C 使 其 
RD 的 边 尽 可 能 地 多 . Æ CI ERK. IU 
必 存 在 4EE(D) 且 aFECO). W ola) = 5 415 
(ey), W uE. m T Djs. 

所 以 局 中 存在 一 条 从 w 到 x 的 有 向 路 P 和 一 条 从 y 到 zx 的 有 向 路 Q. 于 是 C 
—CUCGH-a)UQUA D FAAA, H CE D 的 边 比 上 D 的 边 译 少 多 一 条 
(例如 a}. FATF CRER. IA C RED 的 邮 路 . oO 

设 (D,w) 是 非 平 衡 的 强 连 通 加 权 图 ,并 设 PP 是 DD AAA Aee P 
中 重复 出 现 . 用 Ye) 表 示 a€ ECD) 在 PP 中 出 现 的 次 数 .对 任何 aE ED), H 
D' 表示 将 Y(a) 条 与 a 有 相同 方向 的 边 蔡 代 DD 中 的 边 a 而 得 到 的 图 . D" JÉ D 
的 母 图 而 且 是 平衡 的 , 因此 也 PARR P 将 对 应 着 母 图 品 ' 中 的 一 条 Euler 
有 向 回 , 于 是 中 国 投 递 员 问题 可 以 重 叙 如 下 ，; 

给 定 强 连通 加 权 图 (CD,w) ,w>0. 

OHE D 的 平衡 母 图 D^ 使 添加 的 边 集 E* 有 最 小 权 ; 

GDR D' 中 的 Euler 有 向 同 . 

Edmonds-Johnson 算法 已 提供 了 求解 人 的 有 效 竺 法， 下 面 我 们 讨论 求解 
(iD 的 算法 , 它 也 是 由 Edmonds fil Johnsontc 1973) 8 1H fffj. 

E r€VO»D, oc z)—ds (zx) 一 d5 (2). 并 令 

X—(x€VGD: >00}, 
Y-—(y€ViD): e «07. 
AF D EIFE, S ABER 1.15 X0.Y32.H 
2 pon 一 一 297. 


记 上 式 丙 边 的 值 为 pD). 
例如 ,对 于 图 4. 16 中 所 示 的 加 权 有 向 图 (D,w) 有 ,pCz1) 二 一 1, p(t) 一 0 
pra —2, ar 一 ]， prs ) 一 一 2 于 是 X= { rzs ES ^ Y= lan » X5 ta EH 
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oD)=3. 

假定 满足 人) 中 要 求 的 母 图 D' 及 E* 已 选 定 . 例如 , 见 图 4. 17(a) 中 图 即 为 
图 4. 16 中 图 也 的 母 图 D* ,其 中 五 " 中 边 由 曲 
有 向 边 表示 . $ H—D'[E']. MH ÆA pD) 
条 边 不 交 的 起 点 在 X PAREY 中 有 向 路 
之 并 . 例如 ,图 4,. 17(a) 中 由 曲 有 向 边 集 ET 导 
出 子 图 HORE 4.17 (0) Poo PE D= 条 
边 不 交 有 向 路 : 


Pi=7xzaaraaxsaaTly P5 Zay T4å5 T5 s 


P; = Tide T5. 
4.16 ”加权 有 向 图 (DD,w) 反之 ,任何 DEERE X 中 而 终点 在 Y 
中 且 权 最 小 的 有 向 路 的 边 集 E* (其 中 车 边 a 是 m 条 有 向 路 的 公共 边 , 则 计算 m 
次 ) 都 是 中 的 解 (因为 此 时 D* 为 平衡 图 ). 于 是 中 的 解 归结 为 在 D 中 选取 p= 二 p 
CD) RES E EE 下 而 终点 在 Y 的 有 向 路 Pi ,Ps eP, 使 权 和 
wP O +w PtH wp,) 
最 小 . 


(a) (D*.w*) (b H-D*'E*] 


图 4.17 

为 此 ,我 们 构 作 费 用 容量 网 络 N—(D'., ,20 AEP D RED 上 添加 两 个 
新 顶点 zo 和 yo ,然后 用 容量 为 GO ,费用 为 0 的 起 点 x 的 边 连 接 r 到 XX 中 每 
个 顶点 x; 用 容量 为 一 p(y) ,费用 为 0 的 终点 为 yo 的 边 连接 了 中 每 个 顶点 y 到 
yy， 当 aEE(D) 时 ,bb(a) 一 wta),cla) 二 co0. 图 4.18(a) 所 示 是 DD 和 N= 
(D , b, ,其 中 总 是 图 4.16 中 图 . 

于 是 N 中 每 个 单位 (zo ,yo) 流 fo BRI LEURS D B Gn yo BR PLE x 
€X,y€Y. f, HRAB =w P). 由 于 本 (x0) 和 (yo) 都 是 DD 的 (ro， 
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汪 ) 截 边 集 且 容 量 均 为 ptD),D 的 任何 其 它 (xo ,yo) 截 边 集 都 有 容量 2%, 所 以 ES 
Gr; RES (yo) 都 是 NN 中 具有 最 小 容量 的 (xz,, yo) 截 边 集 ， 由 最 大 流 最 小 截 定理 
(4. DAN 中 最 大 (Cx ,yo) 流 了 的 流量 val f oC(D2. 因此 ,求解 (让 的 问题 归结 
为 求 N 中 最 小 费用 最 大 流 问 题 .而 求 后 者 已 有 Klein 算法 (网 4.5 节 ). 


(b) N 中 最 小 费用 最 大 流 
E 4.18 

归纳 上 述 过 程 , 我 们 叙述 如 下 . 

Edmonds-Johnson 算法 ， 

l. 构造 DAN =D y sbc); 

2, R N 中 最 小 费用 最 大 流 ; 

3, 构造 D*; 

£, 3k D* rb Euler 有 向 回 , 即 最 优 邮 路 . 

例 46.2 芳 虑 图 4 16 PARRE BWRIAD, w. 由 Edmonds johnson 
算法 , 先 构 作 户 和 N=={D' ,b,c)， 如 图 4. 18(a) 中 所 示 , 边 a 上 的 数值 分 别 
是 费用 5b(a) 和 容量 eCa). 利用 Klein 算法 (当然 ,这 里 通过 观察 就 可 以 ) 求 出 最 
小 费用 最 大 流 f 如 图 4. 18(b) 中 所 示 . 其 中 SORRA a TEE " 中 出 现 的 次 数 . 
DD*( 即 图 4. 14 或 图 4. 17(a) 中 所 示 的 图 ) 和 最 优 邮 路 

P= Cr) s £o s Zas Lar Tas Tiy Ep Xss TI Lay X3 sX] ras 4 X1) 


如 图 4. 17D ARR »wCP) — 44. Ll 
2] 题 
1.6.1 找 出 一 个 不 含 几 路 的 连通 有 向 图 . 
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4.6.2 利用 Edmonds-Johnson 算法 求 下 殉 图 中 的 一 条 Euler & m (ti. 
4.6.3. 求 下 列 可 权 图 中 的 一 条 最 优 邮 路 ,并 求 其 权 和 ， 


4.6.1 


1. 6. 5 


Xi 
3 x 
1 X, ^ D, 
X; ET " WIN 


4 


(习题 4.6.2) {习题 4. 6. 3) 


设 台 是 Euter 图. R G + Ealer 加 有 下 列 有 效 的 Fleury 算法 


(习题 4. 6, 4) 

1.4 P,735 
2. 假设 PP 一 zoe rzier; 已 确定 . Peni EEO Me ,es ,sei} 使 得 

G) gt; (ert1) duni 

GD 除非 无 别 的 边 选择 ,e+ 不 是 名 二 GG 一 {el regart ,ei} 的 制 边 . 
3. 当 第 二 步 不 能 再 执行 时 ,停止 . 
9) 证明: 若 G 是 Enler 图 , 则 由 Fleury 算 法 构造 出 的 迹 P JG 中 一 条 Euler 辐 . 
《bb 利用 Fleury 算法 求 出 上 列 图 G 中 一 条 Euler Fil. 
证 明 : 加 权 无 乌 图 (G.w 中 邮 路 请 是 最 优 的 当 且 仪 当 它 满足 : 


(D P 中 没有 二 重 以 上 的 边 ; 
GD 在 G 的 每 条 图 C HAFEN E 的 边 权 之 和 < 二 w(C)，。《 管 梅 谷 ，1960) 


4.6.6 求 下列 加 权 无 向 图 中 的 一 条 最 优 邮 路 ,并 求 其 权 和 和. 
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4.7 方 化 矩形 的 构造 


方 化 矩形 (squared rectangle) 是 指 可 以 前 分 成 有 限 个 (至 少 两 个 ) 正 方形 的 
矩形 ， 若 齐 分 出 的 任意 两 个 下 方形 的 大 小 均 不 相等 , 则 称 这 个 方 化 矩形 是 完美 
的 (perfect)， 训 分 出 来 的 正方 形 的 数目 称 为 这 个 方 化 矩形 的 阶 (order}. #43 
出 的 正方 形 中 包含 一 个 较 小 的 方 化 正方 形 , 则 称 这 个 方 化 矩形 为 复合 的 ,反之 称 
为 简单 的 . 显然 每 个 方 化 矩形 均 由 若干 个 简单 方 化 矩形 所 组 成 , 

图 4. 19 表示 一 个 9 阶 的 简单 完美 矩形 , 它 是 由 Moron(]1925) 首 先 发 现 的 . 

方 化 矩形 问题 是 个 典型 的 组 合 数学 问题 ,20 世纪 30 年 代 起 , 它 引 起 了 人 们 
的 兴趣 . 到 40 年 代 , Brooks, Tutte 等 人 (1940) 利 用 图 论 把 完美 矩形 的 构造 发 
展 成 系统 化 的 方法 , 首先 给 出 9—11 阶 完美 朱 形 的 一 个 明细 表 , 并 证 明了 完美 
和 矩形 的 最 低 阶 是 9. 后 来 Bouwkamp 等 人 (1964) 用 电子 计算 机 列 出 了 9 一 18 阶 
的 所 有 完美 抢 形 ， 各 阶 完 美 矩 形 的 数 呈 见 下 表 所 示 . 


Wru2R [9 101112 13 14 15 16 17 18 
数目 12 6 2267 213 744 2609 9016 31427 110384 


Bd 4.19 9 阶 简单 完美 矩形 
在 很 长 一 段 时 间 内 ,人 们 不 知道 有 完美 正方 形 ，Sprague(1939) 通 过 把 已 求 
出 的 完美 矩形 中 的 某 些 拼 起 来 ,从 而 第 一 次 发 现 了 一 个 边 长 为 4205 的 55 阶 完 
REHE. Brooks 等 人 (1940) 也 利用 这 个 方法 得 到 一 个 边 长 为 608 的 26 阶 完 
美 正方 形 ，Wilson 利用 电子 计算 机 找 出 一 个 边 长 为 112 的 25 阶 完美 正方 形 . 
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直到 1978 年 , Duijvestijn 用 电子 计算 机 找到 一 个 边 长 为 112 的 21 舱 的 完美 正 
方形 ( 见 图 4. 20). 它 是 唯一 的 21 阶 完 美 正方 形 而 且 是 最 低 阶 的 完美 正方 形 . 


图 4.20 ”21 阶 简单 完美 正方 形 
到 目前 为 让 , 几 个 较 低 阶 的 完美 正方 形 的 数目 如 下 表 中 所 示 . 
阶 数 | 2 2 27 3l 


数目 | 1 8 28 6 4 


本 节 将 Brooks, Tutte 等 人 (1940) 构 造 完美 矩形 的 系统 化 方法 做 个 简短 介 
绍 . 

我 们 首先 说 明 怎 样 把 一 个 给 定 的 n 阶 方 化 矩形 RR 与 一 个 简单 有 向 图 万 XX 
系 起 来 ， 剂 分 尺 成 一 些 正方 形 的 水 平 线段 称 为 水 平 剖 分 线 . 在 图 4. 21 中 ,水 平 
剖 分 线 用 粗 线 标 出 . 

H H He Hn 是 RR 的 所 有 水 平 剖 分 线 . 定义 图 万 如 下 :Y(CD) 一 (zi， 
Lar TT) EECDYOH; 和 了 ,分别 是 某 个 正方 形 的 上 底 和 下 底 . 易 知 
(Den. 图 4. 21(b) 表 示 对 应 于 图 4. 21(a) 中 的 方 化 矩形 所 对 应 的 图 D. 

于 是 寻找 nn 阶 完美 第 形 的 一 个 可 能 的 方法 是 : 

对 应 于 的 上 次 和 下 底 的 顶点 分 别 用 x 和 2? RR. 

定义 PEY(D) ,对 每 个 € VOD) pGo H xi 对 应 的 水 平 剖 分 线 的 高 ( 超 
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过 民 下 底 的 高 度 }， 著 我 们 将 和、 分 别 看 成 发 点 和 收 点 : 则 D 可 以 看 成 其 一 
个 具有 充分 大 容量 的 网 络 . 容易 验证 (习题 4. 7.1) .让 割 向 量 gE AD): 

gla) = piri) —p(z,). Vac Cras) € ED) 
确定 了 一 个 (zy) 流 5 例如 , 匈 图 4. 2100. Ep g 的 流量 val 8 一 69). 


421. HRIH A 

i D J&M MT Jr EIE R WE, H GED 的 基础 图 , 则 G+Hry RAR 
的 水 平 图 ，Brooks # Tutte 4 A.C1940) uEBA T: 

任何 简单 方 化 矩形 的 水 平 图 都 是 3 连通 平面 图 反之, 若 玉 是 3 连通 平面 
,并 且 zy € ECH),W 互 一 zy 中 任 一 个 由 割 向 量 确定 的 (x,y) 流 都 确定 一 个 
方 化 矩形 . 

1. 列 出 所 有 具有 (2a 十 1 条 边 的 3 连通 平面 图 ; 

2. 对 每 个 这 样 的 图 H ARH 中 每 条 边 xy ,在 五 一 zy 中 求 出 一 个 由 割 向 

量 确 定 的 Cr,y) 流 ， 
下 面 介绍 如 何 来 计算 图 D 中 这 样 一 个 (zr,y) 流 . 
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H gE nD EAr, y fi I valg =a, W] 


Ym. lagla) = c. (4, 17) 
acE 

而 对 任何 xe VIanvC. yy 有 
na (agla) — 0, (4, 18) 
EE 


其 中 m, (ORR D 的 关联 矩阵 M(D) 中 顶点 zx; 所 在 行 对 应 于 边 < 的 元 素 . 由 
T giéD 的 割 向 量 ,所 以 由 定理 2. 7 知 它 正 交 于 每 个 圈 向 量 , 即 

Cg? 一 0， (4. 19) 
其 中 C 是 圈 空 间 AD EATE T AE if] g^ 是 向 量 g 的 转 置 ， 
由 (4. 17) 一 (4. 19) 式 我 们 得 到 矩阵 方程 ， 


» - MI (4, 20) 


其 中 下 是 从 DD 的 关联 矩阵 M mias os y Bréefila BIS SIRE. XX AREE 
方程 可 以 用 Cramer 法 则 求解 ， 由 于 


K 
det| .|=+ cCD) 


(习题 2. 4. D. BEUL amr DHIE GA. 20) 有 整数 解 ， 于 是 在 计算 流 8 时 , 取 
fÉ val g— C DEREN. 

下 面 举例 说 明 上 述 方 法 . 

例 4.7 考察 图 4.22(a) 中 所 示 的 3 连通 平面 图 G,(b) 所 示 的 是 C 一 zy 的 


图 4. 22 
一 个 定向 图 万 一 (VCD) ED), HP 
VOD) 一 iri 523 » £3 T4 (yl , 


E(D} = lai s s03 s4 s 05 sg 97 sg vo j. 
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S KD IE XDOBÉEM 去 掉 y Friki ait Simi, BH 
0 0 0 0 Q —1 i 1 
—1 10 0 0 0 0 一 1 
K—| 100-1 06 0-—1 0 
001 1-1 0 0 0 
000 0 1 1 0 0 
det KK 7 —66C V (sl 2. 4. 3) , 即 c CD) —66. 
令 全 是 由 {as yas *07 08 ydg } 导 出 的 支撑 树 . 于 是 图 空间 € (D) 中 对 应 于 支 
TREE T BJAÓRIE C 为 


© O n D D 


10000 0 1-1 0 
| [01000 0-1 1-1 
C^loo101-—1 —1 0 oV 
00011-1-—1 0 O0 


设 所 要 求 的 制 向 量 gE (DD) 为 
E = (gisgasHas Bao Es Be Ez s Eu Eo 


其 中 gi 一 ga， a, € ED). 

则 由 (4, 19) 式 得 下 述 由 九 个 方程 组 成 的 方程 组 为 
000 0 0 —i 1 1 0) $6 
—110 9 0 0-1 olje 0 
i00 -—1 0 —1 0 1li|g 0 
001 1-— 0 0 0 ollz 0 
000 0 1 1 0 0 Oldlmg|-i0 
100 0 0 0 —1 olis 0 
010 € 0 D —l 一 | Ig 0 
001 0 —1 —1 0 0| |g 0 
000 1 1-—1-1 0 Q (n 0! 

这 个 方程 组 的 解 是 


(1 9 89 Basso Eas Es Bos Ho Ba Eo) 
= (36,30,14,16.20,2.18,28,82. 
基于 这 个 割 向 量 的 方 化 矩形 恰好 是 图 4. 19 Brzs sEEEOE rn BOR ROT BA 
大 一 倍 而 得 到 的 矩形 . " 


习 题 


1 证 明 : 在 与 方 化 第 形 对 应 的 有 向 图 五 中 定义 的 制 向 量 BE 并) 确定 了 一 个 人 .中 


4. 7. 
4.7.2 PJA Brooks 和 Tutte 等 人 的 方法 确定 图 4. 21 COO BEER EIER. D HM Cro dE gE. 
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CD) ,并 指出 这 个 流 所 对 应 的 方 化 矩形 是 什么 ? 

4.7.3 证明: 任何 方 化 矩形 的 相 邻 两 边 长 之 比 为 有 理 数 . 

4.7.4 ”完美 立方 体 是 指 能 前 分 为 有 限 个 (至 少 两 个 ) 较 小 立方 体 的 一 种 立方 体 , 且 其 中 任 两 
个 小 立方 体 的 体积 都 不 相同 . 证 明 :不 存在 完美 立方 体 . 
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明 max f—min g. 这 就 是 所 谓 的 最 小 最 大 定理 (minimax-theorem)， 图 论 中 这 
类 定理 很 多 ,在 第 5 章 我 们 还 要 介绍 一 些 ， 有 关 这 方面 的 材料 ,读者 可 参阅 
Woodall1978) 的 一 篇 综 述 文献 以 及 田 丰 和 了 马 仲 蕃 (1987) 著 作 的 第 十 一 章 ， 

Menger 定理 (4. 3) 的 原始 证 明 见 Menger(1927) , 它 的 背景 材料 见 Menger 
《1981). 它 有 许多 变型 和 推广 . 本 章 氢 述 的 形式 属于 Dirac(1963), 它 的 最 简单 
的 直接 证 明 见 Pym(1969) 和 MeCuaig(1984)》, 边 形式 的 Menger 定理 (4. 2) 是 由 
Ford & Fulkerson(1956):8l Elias, Feinstain & Shannon(1956) 在 研究 网 络 理论 
时 ,作为 副产品 独立 发 现 的 . 关于 连通 度 研究 结果 和 进展 可 参阅 Mader(1979)， 
Bermond, Homopono &- Peyrat (1989) 和 Faudree (1993) 的 综述 文献 以 及 
Boliabdst1978) 的 著作 第 一 章 . 

Py def Ford & Fulkerson(1962) 建 立 和 发 展 起 来 的 ,最 大 流 最 小 截 
定理 (4, 1) 的 发 现 和 应 用 密切 了 图 论 与 运筹 学 ,特别 是 线性 规划 之 间 的 关系 . 标 
号 法 的 复杂 度 为 OG). 20 世纪 70 年 代 之 后 ,围绕 减少 最 大 流 算法 的 复杂 度 
相继 出 现 了 许多 改进 的 方法 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 田 丰 和 蕊 仲 蕃 (1987) 著 作 的 
第 九 章 . 关于 中 国 投递 员 问题 的 研究 进展 .算法 改进 .问题 的 变型 和 推广 以 及 各 
方面 的 应 用 ,可 参见 管 梅 谷 (1984) 的 综述 报告 , 方 化 矩形 的 历史 及 其 研究 进展 可 
参见 Federico(1979) 的 综述 文章 ,本 节 材 料 主要 来 源 于 Bondy & Murtyc1976) 
的 第 十 二 章 . 

连通 度 在 计算 机 各 通讯 网 络 中 有 着 重要 的 应 用 ,是 大 规模 并 行 和 互 连 容错 
网 络 可 靠 性 和 有 效 性 分 析 的 基础 ， 鉴于 篇 幅 有 限 ,本 书 对 此 不 能 作 介绍 . 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 Bermond, Homobono & Peyrat(1989), Boesch(1986), Faudree 
(1984) 和 昌 su(1994) 的 报道 和 Xu(2001) 的 专著 . 


1  Bermnond J C. Homobono N and Peyrat C. Large fault-tolerant interconnection networks. 
Graphs and combinatorics ,1989 ,5:107—123 
2  Boesch F T, On unreliability polynornials and graph connectivity in reliable network syn- 


10 


11 


12 


13 


14 


第 4 章 网 络 流 与 连通 度 169 


thesis J Graph Theory. 1986,10.339—352 

Bollabás B. Extremal Graph Theory. London; Academie Press, 1978 

Bondy J A and Murty U $ R, Graph Theory with Applications, London and Pasing- 
stoke; MacMillan Press, 1976 

Bouwkamp C J, Duijvestijn A J and Haubich J. Catalogue of simple perfect squared rec- 
tangles of 9 through 18, Philips Research Laboratories, Eindhoven, Netherlands, 1964' 
(unpublished, 12 vol. 3090 pp. listing 154,490 simple squared rectangles) 

Brooks R L, Smith C A B, Stone A H and Tutte W T. The dissection of rectangles into 
squares, Duke Math J , 1940,7.312—340 

Dirac G A. Extensions of Mengers theorem. J London Math Soc, 1963,38(22.148—- 181 
Duijvestijn A J W. Simple perfect squared of lowest order. J, Combinatorial Theory (B) 
1978,25, 240—243 

Edmonds ] and Karp R M. Theoretical improvements, J Assoc Comput Math , 1972,19: 
248—264 

Edmonds ] and Johnson E L, Matching, Euler tours and the Chinese postman, Math Pro- 
gramming , 1973,5.88~124 

Etas P, Feinstain A and Shannon C F, A note on the maximum flow through a net- 
works. IRE Trans Inform Theory, 1956, IT-2:117—- 119 

Faudree R J. Some strong veriations of connectivity, Combinatorics, Paul Erdüs is 
Eighty (Volume 1). Hungary: Keszthely , 1993, 125~144 

Federico P J. Squaring rectangles and squares, Graph Theory and Related Topics Cedi- 
ted by Bondy J A and Murty U S R). New York: Academic Press, 1979. 173—196 
Ford L R Jr and Fulkerson D R. Maximal flow through a network. Canad J Math. 
1926,8.399-—404 

Ford L R Jr and Fulkerson D R. A simple algorithm for finding maximal network flows 
and an application to the Hitchcock problem, Canad J Math, 1957,9,210—218 

Ford L R Jr and Fulkerson D R, Flows in Networks. Princeton; Princeton University 
Press. 1962 

管 梅 谷 , 奇偶 点 图 上 作业 法 . 数学 学 报 ,1960,10:263 一 266 

管 梅 谷 . 中 国 投递 员 问 题 综 述 , 数学 研究 与 评论 ,1984,4(1) :113 一 119 

Hsu D F. On container width and length in graphs, groups and networks. TEICE Trans 
Fundam, 1994, EUCTTA) 668—680 

Klein M. A primal method for minimal cost flows. Man Sci, 1967,14.205 —220 
Lovász L, Connectivity in digraphs. J Combin Theory (B),1973,18;174— 107 

Mader W. Connectivity and edge-connectivity in finite graphs. London Math Lecture, 
Note Series, 1979,38,66-- 05 

McCuaig W. A simple proof of Mengers theorem, J Graph Theory, 1984,8:427— 429 
Menger X. Zur allgemeinen Kurventheorie, Fundamenta Math , 1927 ,二 :9 一 115 


170 图 论 及 其 应 用 


3l 


32 


Menger K. On the origin of the mare theorem. S Graph Theory ,1981,5:341— 350 
Moron Z. On the dissection of a rectangle into squares, Przeglad Mati Fiz, 192531152 
7-153 

Pym JS A proof Mengers theorern Monatsh Muth, 1969,73,81— 83 

Sprague R. Beispiel einer Zerlegung des Quadrats in lauter verschiedene Quadrate, Math 
Z, 1939,45:607-—508 

田 丰 , 马 仲 警 ， 图 与 网 络 流 理论 . 北京 : 科学 出 版 社 ,1987 

Whitney H. Congruent graphs and the connectivity of graphs. Amer J Math , 1932,54: 
150—168 

Woodall D R. Minimax theorems in graph theory. Selected Topics in Graph Theory (ed- 
ited by Beineke L W 5. Wilson R J}. London: Academic Press, 1978, 237—269 

Xu Junming (fk {2 I). Topological Structure and Analysis of Interconnection Net- 
works, Boston; Kluwer Academic Publishers. 2001 


f 53*x ”匹配 与 独立 集 171 


第 5 章 匹配 与 独立 集 


本 章 主 要 介绍 匹配 ( 即 互 不 相 邻 的 边 子 集 } 的 基本 理论 和 应 用 . 很 多 问题 通 
过 构造 适当 的 图 就 可 以 直接 归结 为 匹配 问题 。 有 些 问 题 昌 然 不 能 直接 归结 为 丐 
配 问题 ,但 其 中 某 些 子 问题 的 解决 需要 借助 于 匹配 ,如 5.5 节 中 的 货 郎 担 问题 . 
在 第 六 章 ,我 们 还 将 看 到 ,所 谓 图 的 边 色 数 就 是 该 图 中 边 不 交 严 配 的 最 小 数目 . 
本 章 介 绍 的 有 关 匹 配 理 论 , 如 Hall 定理 , König 定理 以 及 Tutte 定理 都 是 
Menger 定理 或 者 最 大 流 最 小 截 定理 的 直接 应 用 . 因此 ,这 人 一 章 实 质 上 是 第 四 章 
内 容 的 延续 和 发 展 . 这 些 定理 的 发 现 是 独立 的 , 然而 它们 之 间 都 是 等 价 的 . 正 是 
这 些 等 价 定理 把 图 论 ,组合 教学 ,矩阵 论 和 线性 规划 紧密 地 联系 在 一 起 . 这 决 不 
是 偶然 的 巧合 ,而 恰恰 是 从 各 个 不 同 的 角度 揭示 了 图 论 的 数学 本 质 。 

与 匹配 相对 应 的 概念 是 顶点 独立 集 ( 即 互 不 相 邻 的 顶点 子 集 ). 独立 集 也 是 
图 论 中 重要 概念 ,我 们 将 在 5. 2 节 介绍 它 . 我 们 还 介绍 最 大 独立 集 与 连通 度 ,最 
大 独立 集 与 Hamilton 图 之 间 的 关系 ， 

在 应 用 部 分 ,我们 介绍 人 员 安 排 问题 和 最 优 安排 问题 的 两 个 有 效 算法 , 即 匈 
牙 利 算法 和 Kuhn-Munkres 算法 ,其 实质 是 判定 已 知 2 部 分 图 中 是 否 存在 完备 
匹配 和 求 最 大 权 或 最 小 权 完 备 匹 配 . 作为 匹配 理论 和 Kuhn-Munkres 算法 的 应 
用 ,我 们 将 给 出 工作 排序 铝 题 和 货 妇 担 问题 的 一 个 近似 解 , 最 后 介绍 求 最 大 独立 
RRRA. 

本 章 所 涉及 的 图 都 是 无 环 图 . 
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设 忆 是 无 环 非 空 图 ,好 是 互 (D) 的 非 空子 集 . 若 M HEARRE D 中 均 
不 相 邻 , 则 称 M 为 也 的 匹配 Cmatching). 例如 ,在 图 5. 1 所 示 图 中 , 粗 边 所 示 的 
边 集 是 该 图 的 一 个 匹配 . D rp. 5j M. 中 边关 联 的 顶点 称 为 M 饱和 点 Csaturated 
vertex). 反之 , 称 为 非 M RANA unsaturated vertex). i£ XCVOD). Æ X pág 
点 都 是 M 饱和 点 , 则 称 M tira X. E M Ti VD, WPM A D 的 完备 匹配 
(perfect matching )， 若 对 D 的 任何 匹配 MM 均 有 |M | «| M| , 则 称 M AD 的 最 
大 匹配 Cmaximum matching). 显然 ,每 个 完备 匹配 都 是 最 大 匹配 ,反之 不 真 . 

由 于 这 些 概念 均 与 边 的 方向 无 关 , 所 以 我 们 只 需 讨论 无 向 图 G 中 的 匹配 问 
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3l. 图 5.1 中 粗 边 所 示 的 苞 配 分 别 是 该 图 的 最 大 匹配 和 完备 苞 配 . 


() 最 大 匹配 (b) 完备 匹配 
B 5.1 

图 G 应 满足 什 委 条 件 林 有 完备 匹配 呢 ? 这 是 我 们 在 本 节 中 关心 的 主要 问 
题 . JE G JE 2 部 分 图 的 情形 ， 

下 面 的 定理 被 称 为 Hall 定理 ,是 组 合 数学 中 最 基本 的 定理 之 一 . 它 有 各 种 
表达 形式 , 其 图 论 表 达 形 式 为 

定理 5. 1CHall 定理 , Hall,1935) i£ GÆ 2 88302328 (X, Y 189 2 部 分 图 ， 
mj. G 有 饱和 XX 的 匹配 全 

[N.S) I> 15|， V Sc x. (5.1) 

证 阴 (=>) M EG mium x 的 匹配 ,并 设 SCX. BT MIS 中 每 个 项 

点 与 NetS) 中 顶点 配对 ,所 以 应 有 
| NsCS)| Z2|S1. 

(E) M EG 中 最 大 匹配 . RRAHIM | XL. 

4 H fé G 的 每 条 边 给 定 从 下 到 Y 的 方向 后 所 得 到 的 定向 图 . EA 167 
图 DD( 参 见 图 5.2). 


图 5.2 


VED 2VGD ix. yl, 
E(D) -ECHY)U(G x) : z'€ XJUG 2 y EYL 
六 此 ,了 中 内 点 不 交 从 工 到 ? 有 向 路 的 最 大 条 数 为 |M1. RT RED 中 最 小 
Cr. 324: BI E. 由 Menger 定理 (4. 3) ,有 
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[M| = folz y) = «oC y) = | TI. 
ES 
T,—T[1X. T.—T[Y. 
则 EnCX\T, YNT2)— b. Bil Nj AT ) 了 >， 所 以 
|M| = IT |+ IT| 
zmTI--INBONTOI 
= |T |+ |Ne(X\T)| 
> |DI+IX T I= |X]. C] 
我 们 已 从 Menger 定理 导出 Hall 定理 ,但 也 可 以 从 Hall 定理 导出 Menger 
定理 ,其 证 明 留 给 读者 (习题 5. 1. 11)， 


Hall 定理 (5. 1) 有 许多 个 直接 证 明 ， 下 面 给 出 两 个 ,以 给 读者 . 只 需 证 明 条 
件 (5. 1) 的 充分 性 . 
证 法 ] (Halmos €&. Vaughan,1950) [| X|1 用 归纳 法 ， 
5iX|—1 时 ,条 件 (5, 1) 显 然 是 充分 的 ,以 下 进行 为 纳 步 又 . 
假设 对 任何 他 天 SC 和 均 有 | Ne(S)| 六 1S| 十 1 取 xES,yENo(lz), MG 
-G—iz.y)X 232 H» E EA 4C. D. 于 是 由 归纳 假设 ,G 中 有 也 和 (XY 
{z 门 的 匹配 M'. BL e M—M' U (xy1 G Pedo X 19 E RC. 
假设 存在 记 取 SCX 使 | Ne(S)|=|S|. $ G —GLSUNSG) ),G;—G—(S 
UNcCS)). 4) Gi 和 Go 都 是 2 部 分 图 ,而 且 G 显然 满足 条 件 (5. 1). EX 
S'CXXS, X] 
Ne GO |> | Ne(S U S|— | Ne CS) | 
mIsus'-Is|-I|s'. 
所 以 Gs 4,3 X ECL D. EX dr AUC G 中 存在 饱和 SS 的 匹配 Mi ,Gz 
中 存在 地 和 (了 SS) 的 匹配 MD. B 36MM, UM, $ G Pef X AEA. L1 
证 法 2 (Rado.1967) iE G X Hh E de Co, 1), 而 且 边 数 尽 可 能 少 的 图 . 我 
门 只 需 证 明 避 的 边 集 正好 是 一 个 由 | 外 | 条 边 组 成 的 匹配 
( 反 证 法 ) 若 不 然 , 则 存在 两 条 当 ny y XP xnn€XycY. 内 避 的 极 
小 性 , 副 去 这 两 条 边 中 任何 一 条 都 将 导致 条件 (5. 1) 不 成 立 ， 于 是 存在 子 集 X, 
XCX 13$ | NCXO i — | X; | E x, 2E X, 中 唯一 与 了 相 邻 的 顶点 (一 1,2)， 即 有 
INCXOTINCG)| - INCGOOGM i DONA Us D | H1 
>INAXANX)|+1>|X NX +1. 
tH 
INCGUXOIT N(XDUNX:)| 


174 图 论 及 其 应 用 


—|NXOXO | |NCX) | 7I NCX O0 NCX2) | 
IX | KRAK: 一 1 
—|Xi UXs|—1. 
这 了 矛盾 于 条 件 (5. 1). O 


由 Hall 定理 ,我 们 立即 得 到 判别 2 部 分 图 是 否 有 完备 匹配 的 下 列 准则 . 

推论 5. 1.1( 婚姻 定理 ,Forbenius,1917) 2 BB r9 (X, Y 189 2 部 分 图 
有 完备 匹配 仿 | 关 | 二 1Y| ,并 且 对 任何 SCXOXF YOISPVR |NGCS) | 之 [Si 

推论 5$. 1. 2【Konig,1916] 设 G 是 &( 污 0) 正 则 2 8855 8]. DJ G Xr SE d UC 
配 . 

证 明 设 G 是 2 部 划分 为 {X,Y 了} 的 & 正 到 2 部 分 图 , 则 

&|X|— EG | =4|Y 4. 
&T 有关 0, 所 以 :和 | 一 | 上 YY. 任 取 SSX, HFA E, 40 E; 分 别 表示 台中 与 S ENG 
《S) 中 点 关联 的 边 集 , 则 Ex SE. 因而 
‘NeltS)|= |E: (21E -—&ISI., 
即 
INc«(S)|z|S|. YSCX. 

由 Hall 定理 (5. DIE GC AURI X. 的 匹配 M. BUT IXI— IY ,所 以 凡是 完备 匹 
Ric. 


iE 推论 5.1.2 中 条 件 “G 是 2 部 分 图 "不 可 少 . 事实 上 ,对 任何 &CR2D , 存 
在 站 正则 简单 图 使 其 不 含 完备 匹配 5 习题 5. 1. 2002). 
推论 5.1.3 设 G 是 2 部 划分 为 {X,Y 的 简单 2 部 分 图 ,而 自 |Xi==|Y|== 


" EOSS JI GR SEE RC. 
证 明 {Ef SEX. EINCDIAISI Jib T GERY 2: BHAE (02. 
所 以 ISI INCO [28050275 MENOZ. S uC YNN), M NGOGCX 


\S, 即 
O L d;G0 = [NGO | | XÍ — ISl a—-3$ =% 


矛盾 于 8G) 之 的 候 定 . 因此 有 


INCO|z|S|, V SEX. 
i| Hall se38 9| X] — [Y |i G 355 & Ie Ric. 口 
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HOA OL REBRA XO) | |” . 例如 ,G 一 Kz.3 十 Ks.z 中 


不 全 完备 丐 配 . 

对 于 一 般 的 图 有 完备 匹配 的 一 个 充 要 条 件 由 Tutte(1947) 获 得 ， 下面 的 定 
理 有 许多 证 明 , 这 里 的 证 明 是 Mader(1973) 给 出 的 . 

定理 5. 2(Tutte 定理 ) GE fv 

e(G—-S»«|S| v SCVG) (5.2) 
&rho(G—S)& G—S 的 奇 阶 连通 分 支 数 目 . 

证 明 显然 只 须 对 简单 图 证 明 这 个 定理 就 行 了 . 

(>it MM 是 避 的 一 个 完备 匹配 ,并 设 SCV(O) ,Gi GG, 是 G 一 S 的 
奇 阶 连通 分 支 ， 所 以 存在 u € VCG,M w;€ S [ii (uno; : i=1,2, n CM. 于 是 

gf 全 一 人 一 7 一 | fo ws wills. 

()24 S— gif, i C5. DEA ofG 一 S) 一 0, 所 以 为 偶数 . 对 偶数 v2 用 
归纳 法 ， 当 v=2, 结 论 成 立 . 假设 结论 对 任何 <y( 偶 ) 阶 旦 满足 (5.2) 式 的 图 成 
立 , 并 设 避 是 满足 (5. 2) 式 的 这 4 的 偶数 ) 阶 图 . 设 U 是 V(G) 中 使 (5. 2) 式 等 
号 成 立 的 最 大 非 空子 集 . 令 IiD| 二 m, 并 邻 GG ,Gs,…' ,Gn 是 G 一 U 的 奇 分 支 , 则 
有 下 列 三 个 结论 : 

(DG—U ZA X. 事实 上 , 设 瑟 是 G 一 D 的 一 个 偶 分 支 ,KE Nl 

ml<o(G— UU {DS [UU (wo | 天 六 十 1 
Bl o(G—(QUU (a= UU {fw}|. FAFU 的 选取 . 

GER £ € G; Jl 人 一 z 有 完备 匹配 . 若 不 然 ,由 归纳 假设 存在 SCY(G: 一 
x) 使 得 ol(G 一 z) 一 9S) 渤 |S|. 由 于 ottG: 一 xz) 一 $) 与 1$1 有 相同 的 奇偶 性 . 所 
以 

(Gan 5) zS|-2. 


于 是 
I|U|-14|]S| 2 [U USU tzil 
ZoeG—(UUSU {zr))) 
= o(G—U) — 1c o((G; — 2) — S) 
> |U|]+1+ [S]. 
即 ofG 一 人 CUTUSU{z — [UUSU (x) | >U], 
FETU 的 选取 ， 


GDG ELEM S {st EU t EVG i=l enem) HLE, HR 2R 
划分 为 {Vi Vi) 883 2 RAA H, HA V = {G s Gat V =U. G 与 可 中 点 * 在 
H PRSC AAs 到 Gi PARA TR GIDIRGECOH AWA V 的 匹配 . 尾 
JR AC V. ,并 令 BSN CAXYXC Vs. MF A 中 元 素 都 是 GG 一 B 的 奇 分 支 和 
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(5. 22 8 
IA| soCG— Box: |B| S | N&CA) | , 
BI A ME Hall 定理 中 条 件 (5. 1). 于 是 (i 让 成 立 ， 
综合 (i), GD, GD (AILE 5. 32 ,定理 得 证 . C 


5.3 
推论 5.2 偶 阶 (4 一 1) 边 连通 (之 1) 正 则 图 有 完备 匹配 . 
WEBB 当 & 一 1 时 ,结论 显然 成 立 , 以 下 假定 之 2. 邻 S$S 是 侦 阶 (一 1) 边 连 
W k EMAG 的 非 空 顶点 子 集 ,G1 GG 是 G 一 S HRD, m = |EV 
(GS) |, u—»GO. BEL TAGQDZER—I.FEI mizk—16—1,2,: 1). 车 存在 
某 AS iOSasnME m, —&—1, Nl 


«G)— Is. -k+ = liy -041. 
王 式 右 端 不 为 整数 ,所 以 mk, i=l, 2; uns 于 是 
o(G— 9-2«iXm« 4 2idon = |S|. 


当 $= 多 时 ,由 于 v 为 偶数 ,所 以 
o(G— S) —o(G) =0= |i |. 
因此 o(G—S)»«|S|, V SCV(O). 
所 以 S 满 足 (5. 2) 式 , 由 Tutte 定理 知 台 有 完备 匹配 . 口 
推论 5.2. 1(Petersen,1891) 2 边 连通 3 正则 图 有 完备 匹配 . 
证 明 因为 @ 是 3 正则 图 ,所 以 由 推论 1.1.2 知 如 是 揽 阶 . 再 由 推论 5. 2， 
立即 可 知 该 结论 成 立 ， 口 
ik 推论 5.2.1 中 条 件 “2 边 连通 ”是 不 可 缺少 的 , 一 个 著名 的 例子 见 图 5. 4 
所 示 ， 因 为 otG 一 z) 二 3, 所 以 由 Tutte 定理 知 其 不 合 完 备 匹 配 . 
由 推论 5. 2 知 , 候 阶 完全 图 Kz,(n 写 1) 有 完备 匹配 事实 上 ,我 们 可 以 直接 
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构造 出 KK 的 (2x 一 1) 个 互 不 相交 的 完备 匹配 . 作为 推论 5. 2 的 推论 叙述 如 下 . 


图 5.4 

推论 5.2.2 完全 图 Ks, 有 (2n 一 1) 个 互 不 相交 的 完备 匹配 . 

WEB n=l 时 ,结论 显然 成 立 . Riu. 

令 VK) — Cri sz tt To 并 对 每 个 ;一 1,2 ,2 一 1 , 邻 ECKz,) 的 子 集 

M; = {xira} U xz: j= 1,2,"" ,nC—1}, 

Are G— jM G-- jS Gnod 22— 9 Hf. 也 可 以 按 下 列 方法 得 到 M; :将 平面 上 
正 (2n 一 1) 边 形 的 点 代表 zz etna 而 该 正 边 形 的 中 心 点 代表 xz, 并 用 直 
线段 连接 每 对 顶点 . 于 是 Mc 的 边 即 为 xirz 和 所 有 与 zzza 垂 直 的 边 . Ain, H n 
=3 时 ,Ad 一 1,2，……5) 如 图 5.5 di 


图 55 Ks 的 5 个 互 不 相交 的 完备 焉 棉 
如 此 得 到 的 四 一 1,2,…,2n 一 1) 为 Ks 的 (2n 一 1) 互 不 相交 的 完备 匹配 
口 
我 们 已 从 Hall 定理 (5. 1) 8H Tutte 定理 (5. 2). 事实 上 ,我 们 也 可 以 从 
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Tutte 定理 导出 Hall 定理 ,其 证 明 留 给 读者 (习题 5. 1. 11). 

下 面 我 们 给 出 Lovász (1973) 对 定理 (5, 2) 的 直接 证 明 ， 只 需 证 明 条 件 (5. 
2) 的 充分 性 . 

( 守 )( 反 证 法 ) 设 V(G) 的 任何 真子 集 S 满足 (5.2) 式 但 G 没 有 完备 匹配 . 不 
妨 设 侣 是 没有 完备 匹配 的 极 厂 简单 图 G* t Ex. 这 里 的 极 大 是 指 在 口 * 的 
4£48] 5 2848 P3 TR 5 2 8] Ju — e A G^ Le 含有 完备 匹配 由 于 一 S 是 
G'—SU E AE BILE oG —S)o(G— S). Bad (2 A 

AG —-S)«|S|. WV SCV(G'). (5, 2^) 
特别 令 S—O.n8 o(0G*0—0. AnG OSGAR, 4 
U-—iu€V(G' 20i di Go—y—1j, 

X] UZEV(G^0.. ZG AR GI" 是 偶 阶 完全 图 ,因而 由 推论 5.2,2 知 G HERE 
Kt. ACE GI 的 假设 . WTV VG ) 是 偶数 ,所 以 ,|U| 与 0(G' 一 U) 有 相同 的 奇 
偶 性 . 

下 面 ,我 们 证 明 G 一 U 的 每 个 分 支 都 是 完全 图 ， 

车 不 然 , 设 G G-U 中 非 完 全 图 的 分 支 , 则 有 vy(G;) 之 3. T EE 
y EVIG) 4 ry. yz C E(GO ,而 且 xrz¢ ELGO COLA 1.5.6). 由 于 ?EU 所 
A wCVOG* 一 D) ,使 得 yw E(G' ARLAS. 62. 


图 5.6 DEAE M, GHE) PIERE M: CIE EXC 

TFC ARARE xs X E EEG! 十 Te 和 号 十 yw 都 含有 完备 
匹配 ,分 别 为 jM fe M... 用 日 表示 G" U rz yw d» MAM, 时 出 的 子 图 . 由 
于 对 每 个 VEVOHDHdau G0 —2, EVA H GRAD CUE XE de M. 和 RM 中 
ZARA. 分 两 种 情形 : 

情形 1 xz 和 yz 544 HO 的 不 同 分 支 中 , 设 yw 在 日 的 圈 C( 见 图 5.6 
(a) P 34 OM; DEIC U GI NE(QO 0 XX G7 的 一 个 完备 匹配 ,矛盾 于 号 的 选择 . 

情形 2 rz yw 在 日 的 同一 分 克 C 中 . 由 x 和 z 的 对 称 性 ,不 妨 设 y. 
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wz EC 中 依次 出 现 , 并 设 M, 在 口 的 yzu…z 有 段 中 的 迪生 为 Ma 在 CC 的 
Mi 段 中 的 边 集 为 M's( 见 图 5. 6b)». TX M U {yz} UCM 和 M's) 是 G* 的 
完备 匹配 FETAC 的 假定 . 

综合 情形 1 和 情形 2, 于 是 证 明了 O —U 的 每 个 分 支 都 是 完全 图 ， 

4- w= G 一 [DD HA G Grs Ga Garit G AG Ug &. Kv 
Gi Gi SG, 为 奇 分 支 . S x, € V(GO 4 G =Grnli=l, 20). TEG, 
G—1,2,*.0)38 G;Cj—ad-1.0- 2,502 3808 48 Fr 6 E. A fa C eV EC 
M;CGxjue). 0.20 RA G USIU LAAR y, €U,i—1,2,,0 t 
T Ux yu GI 中 的 导出 子 图 是 偶 阶 完全 图 , 故 有 完备 匹配 M+1， 再 
令 M, {tiy iSl, 2,0. 于 是 

M=M, UM, Ue UMs UM. 

是 G' 中 的 完备 匹配 ,矛盾 于 G'* 的 假定 . 故 G 有 完备 匹配 . 口 


在 组 合 数学 中 ,还 有 一 个 与 Hall 定理 等 价 的 结果 ,这 就 是 Konig 定理 . Hi 
XR Konig 定理 ,我 们 需要 下 述 概念 . 

设 G 是 无 环 非 空 图 ,S 是 V(G) 的 非 空 子 集 . dE EO migsevitis S 中 某 
点 关联 , 则 称 S 为 G E35 RS Cvertex-covering) . WE G HEARTS 的 点 覆盖 
SHA IS TEISI Ruf S 为 最 小 点 覆盖 (mininmtum verter-covering?. 点 覆盖 S 称 
为 极 小 的 Cminimal) ,车 对 任何 zxES,S\{x} 都 不 是 点 覆盖 .显然 ,最 小 点 覆盖 一 
征 是 极 小 点 覆盖 ,反之 不 真 , 

例如 ,图 5. 7 中 所 示 的 3 个 图 .图 中 实 顶 点 构成 的 集 是 该 图 的 一 个 极 小 点 覆 
盖 , 其 中 (b) 和 Ce) 中 点 覆盖 都 是 最 小 点 覆盖 . 


(a) (b) fc) 


Bl 5.7 
台中 最 小 点 复 盖 中 的 项 点数 称 为 点 覆盖 数 (vertexrcovering number) iE% 8 
(G). G 中 最 大 匹配 中 的 边 数 称 为 匹配 数 (matching number? , 记 为 a (G). 易 知 ， 
EKn) —2n—17»n-—a' Km); 
PK) —2n7n-—a Km); 
B Co n2 Can): 
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BO aa) nd lna (Cni 
KK mn) minm. n] =a Kamn). 

设 忆 是 一 个 任意 无 环 图 ,S 是 G 中 任何 一 个 点 获 盖 ,MM 是 G 中 任何 一 个 匹 

配 . 由 于 M 中 任何 一 条 边 e 的 两 端点 至 少 有 一 个 属于 S, 因 此 
e (GG). (5. 3) 

由 上 述 例子 看 出 ,对 于 一 般 的 图 ,(5. 3) 式 中 的 等 号 不 成 立 . 然而 ,对 于 2 部 
分 图 ,《5. 3) 式 中 等 号 恒 成 立 . 这 就 是 下 列 著名 的 Konig 定理 . 

定理 5. 3(Konig 定理 ,Konig,1931) 对 任何 2 部 分 图 GG 有 

| a (=K). 

证 明 利用 Menger 定理 (4. 3) 作 类 似 于 Hall 定理 (5, 1? 的 证 明 立 即 可 得 ， 
其 中 (GG)==1M| AOST (参见 图 5.2). 下面 ,我 们 利用 Hall 定理 来 给 出 证 
8j. 由 (5. 3) 式 ,我 们 只 需 证 明 B(G)<a CC. 

i Ge 2 MARA X Yom 2 部 分 图 ,ZZ 是 G 的 最 小 点 覆盖 ,并 令 

S—Z()X. T-2ZDnY. S'—X4S, T'—Y*AT. 
由 点 覆盖 的 定义 知 S 与 T 之 间 无 边 相 连 . 5IBGH)29TR H—G[SU 
T] Fs Z ÆG 的 最 小 点 覆盖 ,所 以 对 S 的 任何 子 集 RR PER Na RSIR]. 
由 Hall 定理 知 GL SU T' ] 中 存在 饱和 S 的 匹配 , 记 为 M. MGS UT] 中 存 
在 饱和 荆 的 匹配 , 设 为 Mz. h FM UM; EGALE, if EL M. (0M; =, PV 
KOSIZI=S ISI TI 1M i+ M |a G. [] 

Konig 定理 的 发 现 早 于 Hall 定理 ,其 正确 性 当然 不 依赖 于 Hall 定理 ,事实 

上 ,这 两 个 定理 等 价 , 其 证 明 留 给 读者 (习题 5. 1. 11). 


下 面 给 出 Lovdasz(1975) 对 Konig 定理 的 直接 证 明 ， 
ik G2 8 2:9 XY 188 2 部 分 图 . 我 们 对 上 之 1 用 归纳 法 来 证 明 8C) 
Le (G) HAOL MARERE. 不 妨 设 存在 TC X dil cun, 
e CEI i£ dc Ga ) xy de Ce) m xz. iE EIE Ge 的 点 发 盖 Si 使 |S1 | 一 B(G) 
—1 且 存 在 Ge 的 点 覆盖 S, 使 | Ss |— 800) —1. f E rts rE $8. y€ SN 
Sj .ZzE S NS. 于 是 
IS, 1S0 130U€CS; USO YO EKG, 
[SU SU {xD NR US nso»nizgeo. 
两 式 相 加 ,得 
ISUS | 十 19 门 S> | Tl1z2&G?. 
于 是 
2c) —2— |, |: S: | 72862 — 1. 
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这 是 不 可 能 的 . T Ge GO) AE I(G— e) B(00.. Ri AG e= 
KG. 于 是 由 归纳 假设 

BO) — 8(G— e «a (G— esa (D. 
定理 得 证 . D 


推论 5.3 ibGiEZSBOG.Y 892 85278 8 REL 61. =S | 了 | 
=n, B >k Dn, W a (GYE. 

证 明 ”因为 G 是 2 部 分 简单 图 ,并 且 |XX| 二 | 了 | 二 x; 所 以 A(G) 安 和. FEG 
的 每 个 顶点 最 多 闭 盖 n 条 边 . 由 于 6 污 储 一 1)n, 所 以 我 们 断定 有 ACG) 之 k. ET 
然 , 设 AOS L, 

e(GO Gong G l)n. 
矛盾 于 e> Dna 的 假定 . 由 Konig 定理 (5. 3) 立 即 有 
a (G) — KG) Sk. N 
匹配 理论 有 许多 很 有 趣 的 应 用 , 例 举 几 个 如 下 ， 

例 5.1.1 图 5.8(a) 所 示 的 图 形 是 由 14 个 大 小 相同 的 正方 形 组 成 的 图 形 . 
试 证 明 ,不 论 如 何 用 剪刀 沿 着 图 形 中 所 画 的 直线 对 它 进 行 裁剪 ,总 前 不 出 7 个 由 
相 邻 的 两 个 小 正方 形 组 成 的 矩形 来 {中国 科学 技术 大 学 1977 年 招收 少年 班 试题 
第 2 题 ). 


(a) (b) 
图 5.8 
证 明 将 图 形 中 方 格 编号 从 1 到 14， 以 方 格 为 顶点 集 作 简 单 无 向 图 G= 
(V.E) EEO: 10; 所 在 的 方 格 在 图 形 中 相 邻 。 这 样 得 到 的 图 GG 如 图 5.8 
〈b) 所 示 . 若 能 剪 出 7 个 由 相 邻 的 两 个 小 正方 形 组 成 的 矩形 来 ,这 7 个 矩形 代表 
G 中 的 7 条 边 是 G 中 一 个 完备 匹配 . 但 这 是 不 可 能 的 . 因为 G 中 无 奇 图 ,所 以 
由 推论 1.4.2 知 GG 是 2 部 划分 为 {X,Y 了 } 的 2 部 分 图 ,其 中 X=={1,3,4,6,9,11， 
12,141,Y —12,5,7,8,10,13),| X| 2876— | Y]. 由 推论 5.1.1 知 GG 中 不 存在 
完备 匹配 。 口 
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例 5.1. 2CP. Hall,1935) 设 旦 是 有 限 群 ,K HATA EA AELE 
hi hy 和 使 得 有 天， 站 下 下 是 K $5 E FE E.Kh, »Kh; ,* Kha 是 
K KERA. 

证 阴 BA H 中 任何 两 个 左 陪 集 4K 和 8K 或 者 恒 等 或 者 不 相交 ， 所 以 H 
可 接 左 陪 集 划分 成 下 沾 左 陪 业 之 并 ,其 中 天 等 于 商 集 瑟 / 开 的 元 素 个 数 ， 作 2 部 
IAA XY 2 部 分 无 向 图 G, 其 中 一 {hK: hEH},Y 一 {Kh: hEH};x 
EX, yEY, r 5 y ZRI 条 平行 边 相 连 和 ShK 5 Kh 有 [个 公共 元 束 ， 易 知 品 
是 不 正则 的 .由 推论 5.1.2 知 6 有 完备 匹配 M, RM =n ith M Pe 对 
Br) E Hayek à hi. TX hi shz st An 即 为 所 求 . C] 

Bi 5. 1. 3{G. Birkhoff, 1946 & J. von Neuman,1953) 设 介 是 行 元 素 之 和 
与 列 元 素 之 和 均 为 1 的 maA RE GAE 5 46 Ak 29 XLBREELAR PE Cdou- 
blystochastic matrix) ) , 财 

(OQ EHE, 

GDO 能 表示 成 置换 方 阵 的 西 线性 组 合 , 即 存在 实数 ci 使 

Q= P, Tc P Het cP, 

AB P(GA,2,4.5 29 € 3&2 E ,并且 0 6 671. 

EA (OO uEH QUE ZEER. REWA m=n 实事 上 ,由 于 人 一 (gj )wxs 的 
行 元 康之 和 与 列 元 素 之 和 均 为 1, 所 以 


"= X IE 


aD n 阶 双 随 宙 方 阵 中 正 元 素 效 目 ， r - BUS Aib 由 双 随 机 方 阵 的 定义 知 7 
n. 当 7r 一 nn 时 ,任何 双 随 机 方 阵 都 是 一 个 置换 方 阵 , 结 论 成 立 ， 假定 对 正 元 素 
数目 rmlm 之 nn 十 1) 的 所 有 4 阶 双 随 机 方 阵 都 能 表示 成 置 撞 方 阵 的 西 线 性 组 
€. iQ XE —^4- n hany EF BOR mCEn DAELE. 

下 证 介 中 每 行 每 列 部 有 一 个 公共 的 非 零 元 素 。 为 此 ,构造 简单 2 部 分 图 G 
=( XUY., E), X $ Y 42-38 Q—(g,0894r5 EIRE ar; Xy, EY, ry; E 
EO qs >0. 

任 取 SEX. 不 妨 设 SS {r rrt a) YANS =S kysytty. Rog; 


—0,)zixAlsjsih WOREN, > qg —Ll«jijs«lL 所 以 
i-1 


4 R ri t n n 
= (29)= Do (Dg) 2 (Pg)=n—h, 
=] i=l i=k}l j=l z 一 上 1 j=1 

PA |S| bxn—I—-|Ns(9], V SEX. 

由 Hall x: £8542,G 中 奉 在 饱和 六 的 匹配 M. di CO | X| =Y Fra M EG 的 


完备 匹配 , 即 QQ 中 每 行 年 列 都 有 一 个 公共 的 非 零 元 素 . 


~ 
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EMPARA 中 正 元 率 分 别 为 gij 9 7799, A 
C1 =mint{ Gy : laksin}. 
HTO FE ment DAEAR AL IEGE I Zo n, EA. 4 


Pp, 是 与 » 


EA 


^ ;)NBEERTÉ ASOS.. HQ AREA 


F, nE Q 是 双 随 机 方 阵 ， 由 于 名 中 正 元 素数 目 比 如 中 正 元 素数 目 至 
少 减少 一 个 ， p Q PELRA <m HAEE AE nmi EP, 
有 P 和 ec- EE cub c abes, ede 和 二] 并且 

1 =e'sP, + sD, Tet, 


于 是 
Q =aP +Q =a P (a) (ze ) 
=aP T- (0 —60)G., P; T c, P 4-6 P4 
=a Pi T G-— 6c P; (01 —6 )6 Pi 
T6097, 

=e Pi te P Hea Py o, 
其 中 cG—(1—ec)c 5 i—72,3,7*,&, 
# E ac etast 0a te OI. 
由 归纳 法 原理 (iD 得 证 ， C 


3 m 
5.1.1 iE 邮 是 无 孤立 点 图 的 最 大 匹配 . 
(ORBI. [i smd y]. (Weinstein,1963) 


{b) 举 例 说 明 (a} 中 的 上 下 界 雹 可 以 达到 . 
5.1.2 证 明 : 
CaEC Or FEES a LA 1. 2. 1) 有 完备 匹配 : 
(OD Ko PAIS [I 2C UG Bof Y HL Jg C27 10 11 ; 
《c) 对 任何 RG) PFE k ENARRARE: 


(4) 尾 何 SORE A BU BUR AC e 条 边 的 2 部 分 子 图 


5.1.3 王 明 :一 个 8X8 格 棋盘 移 去 其 中 对 角 上 的 两 个 方 格 后 ,不 可 能 用 1X 2 长 方形 填 满 而 
FEE. 
5.1.4 PERTRA. 证 明 :;(0,1) 矩 阵 中 包 舍 所 有 1 的 线 集 的 最 外 条 数 等 于 没有 两 
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^4 fe fel -—26 22 Ei] 1 的 最 大 个 数 . «D. Konig, 1931) 
BA tAn 是 集 TE. {A1,… Am) 的 一 个 相 异 代表 系 是 指 S 的 子 集 {ut sas 
“人 } ,其 中 ú EA; (1—1,2,** ;2) 并 且 Wi a (i). 证 明 : {A An AARRE 
EX 


tn 
= 
en 


Yaz Y JC.2,- ml. (P. Hall, 1935) 
5.1.6 EB]. HP CAZES Gr) —1 XHEfI xc VGOD3UR v. 
5.1.7 证明: 设计 是 2 部 分 图 G=(XUY,E) 的 最 大 匹配 , 则 
[MI=|X|—max{|S.—|N(GS)|, YSEX} (0. Ore 1955) 


5.1.8 证 明 : 设 M 是 C 的 最 大 匹配 ,rr 一 max{o(G 一 S) 一 |S|: VSCV(G2) Jil MI =F G— 


r). (C. Berge, 1958) 
8.1.9. BEA di mn hEm). A KRMA Permanent) Per(4) 定 义 为 所 有 位 于 入 的 
ISTIS EE m 个 元 素 葬 积 之 和 . 设 避 是 2 部 划分 为 {XX, 耻 的 2 部 分 图 ,1X|== 
m,|Y| 5n A EG 的 邻接 矩阵 ,， 证明， 
(DH >n it, G 中 没有 饱和 XX 的 匹配 ; 
(bh men 时 ,G PMX 的 匹配 数目 为 Per(4)， 
GO K, ER n1 个 不 同 的 号 配 . 
5.1.10 避 的 & 正 则 支撑 子 图 称 为 的 上 & HF factor). 若 避 存在 边 不 交 的 上 因子 G1 G. 
SG, (Bf G—G COGO -OC DER C Ek 因子 可 分 解 的 (&-factorable). 证 明 ， 
GG t 1B Tec 有 完 匹 配 ; 
(bo Ko, IK, dé 1 因子 可 分 解 的 ; 
CO Ku E 2 因子 可 分 解 的 ， 
《dy 简单 图 和 是 2 因子 可 分 解 的 SG 是 ZR OZ D IERI RS ; 
te) Petersen 图 是 非 1 因子 可 分 解 的 3 
(人 每 个 ADENAS 2 因子 分 解 后 每 个 EC DIEM 2 部 分 图 有 1 因子 分 解 . 
$.1.11 证 明 ， 
Ca) Tutte 定理 (5. 2) 一 Hall 定理 (5, 1); 
(b) Konig 定理 (5. 3) Hall 定 更 (5. 1); 
(c) Menger 定理 (4. 302 Konig 定理 (5. 3); 
(d) 最 大 流 最 小 截 定理 (推论 (4, 1)) 二 Konig 定理 (5. 3); 
(e) Hall 定理 {5. 1)— Menger 定理 (4. 3). 


5.2 独 x 集 


Wu 也 是 无 环 图 ,S 是 VCD) 的 非 空 子 集 . 车 S$ 中 任何 两 顶点 在 DD 中 均 不 相 
邻 , 则 称 S H D 的 独立 集 (independent set). D 的 独立 集 S 称 为 最 大 的 (maxi- 
mum) ,如 果 对 D 中 任何 异 于 5 iibri S Spa S ISISI. 独立 集 5 称 为 极 大 
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的 (maximal) , 3 ROSE FE fi] z € VAS, SU {x} 都 不 是 独立 集 ， 
图 5.9 给 出 了 这 些 例子 . 显然 ,最 大 独立 集 一 定 是 极 大 的 ， 反 之 不 真 . 


G) 极 大 独立 集 S 二 {xo1 b) 最 大 独立 集 S= {xr} 
图 5.9 

因为 独立 集 概念 与 图 中 边 的 方向 无 关 , 只 与 顶点 之 间 是 否 相 邻 有 关 , 所 以 我 
们 只 需 讨 论 简 单 无 向 图 的 情形 . 

G 中 最 大 独立 集中 的 点 数 称 为 G 的 独立 数 (independence number?) , i a 
(G). 

51 O= IOG 会 完全 支撑 子 图 KK,， 

a Kn) 7 maxi mn} , 
a(Cu) n, Cuti) 5n. 

对 于 一 般 的 图 ,确定 e(G) 是 件 极 其 困难 的 问题 ， 

独立 集 与 点 覆盖 满足 下 列 关 系 ， 

定理 5. 4(Gallai,1959) i SCV(G). M S &G HATE VOS EG 
WARE. 

证 明 由 定义 ,S 是 G 的 独立 集 SG 中 每 条 边 的 两 端点 都 不 同时 属于 S, Bn 
«GG 的 每 条 边 至 少 有 一 端点 在 WS rm. Be ASIEG 的 点 覆盖 . O 

推论 $.4.1 SdGBHEXTISBSOVINSIEG 的 极 小 点 覆盖 . 

推论 5,4.2 at, 

证 明 设 S5 是 G 的 最 大 独立 集 ,KK 是 G 的 最 小 点 覆盖 .由 定理 5.4 知 WAS 
是 点 覆盖 ,YA\K 是 独立 集 因而 

v—a- | VAS >£, 


JF B. 
y—g- IVAK | za. 
由 此 得 
a fv. 口 
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设 工 是 已 (G) 的 非 空 子 集 . iG 的 每 个 顶点 都 与 中 某 条 边关 联 , 则 称 L 

为 G 的 边 覆 益 (edge-covering)， 易 知 
GEILE OUO C. 

G 的 最 小 边 覆盖 中 的 边 数 称 为 G P9 3 DIESEL Cedge- covering number) , 记 为 

fO. THERE SC 8 和 匹配 数 w (OA FIER: 
a Gg G, 

2E LOG 中 存在 完备 匹配 ， 

匹配 与 边 覆 盖 之 间 没 有 类 似 于 Konig 定理 (5, 3) 的 关系 ， 例 如 ,对 于 2 部 分 
图 Ki ;有 a (Kind =1 BR) a —£eCK,4). 然而 类 似 于 推论 5. 4.2 的 关 
系 却 存在 . 

定理 5.5 (Gallai,1959) 设 避 是 任意 图 . 35 506) 70. DM 

a HË =r 

证 明 UEM EEG 的 最 大 匹配 ,U E4 M fite fk. UGU ERE. 由 于 3 
O0. AMA G REE IU RAR 互 , 它 的 每 条 边 都 与 U PAAK. EA MU 
FEC 的 边 覆 盖 , 因 而 

REIMUE' =g t Gi—2a/ ) 2v—4'. 

Bp a +P Sv. (5. 4) 

4 —Jr i. LIZGBLNAm.-H-G[L:W|jVOH)—V(OO. iM 
是 的 最 太 匹 配 , U XH P3EM 饱和 点 集 , 则 H[U diss P8 . Mini 

IL| — IM = TEAMEZ[U] ——21M], 


Bn L| + [M] Zo. 
又 因为 HG 的 支撑 子 图 ,所 以 M (EG 的 匹配 故 

a -g SIMI HIL Er. (5.5) 
结合 (5.4} 和 (5. 5AF a - g 二 v. 口 


下 述 结果 在 形式 上 与 König 定理 极为 相似 ， 
定理 5.6 设 避 是 2 部 分 图 . 3$0000—0.WJ 
a(G)— B (G). 
证 明 设 台 是 2 部 分 图 ,并 且 50000. 由 推论 5.4.2 和 定理 5.5 有 
a tpa tg. 
青 由 定理 5. 3 推 知 a =p, FE a—f. L] 
虽然 独立 集 的 概念 类 似 于 匹配 的 概念 ,但 却 不 存在 与 前 节 匹 本 理论 相仿 的 
独立 集 理论 ,特别 是 自前 还 不 知道 求 图 最 大 独立 集 的 有 效 算法 . 这 两 个 概念 可 以 
通过 线 图 把 它们 联系 起 来 ,并 且 不 难 证 明 ( 习 题 5. 2. 35: 
a (G= G), 
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HH LOE GBAH. 

下 面 的 结果 给 出 了 独立 集 与 连通 度 之 间 的 关系 . 

定理 5.7(Bondy,1978) 设 G 是 ,( 之 2) 阶 简单 无 向 图 , 且 对 GG 中 任何 不 相 
AMA x 31 y. HE dc GO do GO =v, M 

aG) S&G). 
证 明 由 已 知 条 件 易 证 G 是 连通 的 , 若 G 为 完全 图 六 ,出 
aCK,) —1xy—1-—&«(K,), 

结论 成 立 . 下 设 G 是 非 完 全 图 . 用 反 证 法 . 

HOZOL JF D MS 分 别 是 G 中 最 大 独立 集 和 最 小 分 离 集 . DUI 


|I| =G) —az22, 
[S| -x«(G) —£. 
设 Gi Gi Gi 是 G 一 5 E ES x 2. yu 
[Netxr) Nal Sva, Vx. y€l. (5.6) 


于 是 ,由 假定 和 (5. 6) 式 ,YzyyET, 有 
[NeCD NAND |= Nel | HI Ne — Nend U Ney) | 
=de lr) +de — | NcGO U Ne) | 
zEy— (y— a) —azkk- tl. 
这 表明 ,在 G 一 S 中 , 仅 有 一 个 连通 分 支 含 ! 中 点 . 不 妨 设 ICVOGDUS. 因为 a 
Sktl, RAEE x€ ICYVGGO. 4 yev), M 
| NcGO UNcGGD K2 NKG) +1 


=y—a + |IQS|—1. (5. 7) 
XB Neo (1 Nc GOGSM ,所 以 
IN; GO) NeGO s |INSI|. (5. 8) 


于 是 由 (5,7) 和 和 (5. 8) 式 ,得 
do Go) tde = | NaGO U Ngee |F EINe GO MN Ne C) | 
sCG—a- HIPS] D+- |I[1SD 
一 一 a 十 有 一 1 过 一 2. 
FATRE. MA a(G)<x(G). 1 
推论 5,7 BGE SDMA ARAOS MOSK). 


下 面 的 结果 给 出 了 独立 集 , 连 通 度 与 Hamilton 图 之 间 的 关系 . 

定理 5.8 (Chvåtal &. Erdos,1972) i& G Ev C3 BESEEE BR. E (G) Zea 
(G) , Bl G Æ Hamilton Æ. 

证 明 XP a00)—1,08| GR v C3 frae, AmE Hamilton 图 . Pix a 
(G)E2. 由 于 «(GYXSaOGOZ2.BIA GAB. Ut C EG 中 最 长 圈 . ECREG 
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中 所 有 顶点 , 则 YCG)JAY(CC) 非 空 . 令 五 是 和 @ 一 YIC) 的 任何 一 个 连通 分 支 ,并 今 
ian 42 是 C 中 与 H 相 邻 的 顶点 集 . 由 于 “xc(G) 之 2 所 以 s2, Hi C 的 最 
大 性 和 H 的 连通 性 知 VERT E Bid X, 在 C LE RHS. ACs, JFH Un * 
zen EG 的 分 离 集 ， A GS. 给 图 C 一 个 确定 的 方向 得 有 向 圈 C 


令 


Y 一 (yi (nyD)EECC)，i 一 1)2，3}. 

则 由 z: ÆC 上 的 不 相 邻 性 知 ,| 了 | 三 s 伴 2， 我 们 断定 Y 是 G 的 一 个 独立 集 . 

( 反 证 法 ) 荐 了 不 是 GG 的 独立 全 , 则 存在 yy EEG. Si 五 中 顶点 连 
H a: 和 <z 的 zir; FS Pa M 

Cay jy o yy; Ps 

&Grp—sIEC SUEIEILZFJA T CIEG PIERIKPRUB EGS. T EY EG 的 独立 
f. 

HTF xc E x, 相 分 ,所 以 不 与 于 中 任何 顶点 相 邻 . 任 取 y EVD, M S 
一 {ye * MIL s Mo mny EG 的 独立 集 , 且 

atG?z|Si-s—lz«G rl. 

TETEE. BIELC 26x G PRAHARA, BD G 是 Hamilton f&. (] 


3 uH 


521 证 明 :(aG 是 2 部 分 图 csG dH TE H A aODETWD: 


(b)G 是 2 部 分 图 所 对 G B8 1 E 6€(ED 0 的 子 图 均 有 aGED — g CHD. 

5.2.2 Von V EVORA AERA £Go7 1,2, p) Vi 都 是 G 的 极 大 独立 
Æ. H Rp 阶 简单 图 ,其 中 VCH}= Guests hus; € ED SELV: Vi; JAZ. 
WH: H R& p 阶 完全 图 . 

2.3 证 明 a (0 —aGCGD Kr LOE G 的 线 图 . 

2.4. (a 举例 说 明 ， 

DEM 57 PAR FE ds Ce) du Gov T BECA doir) "Fd (yu 1"s 
(i) 推 论 5. 7 eh trac oz "不 能 改 为 9 o1" s 
{i 加 定理 5. 8 "RS IHE CODO Za (C RERA OG ZEa(D H1". 
(的 利用 定理 5. 7 证 明 推 论 5.7; 利 用 定理 5. 8 证 明定 理 1. 7. 
5.2.5 证 明 :24 十 1 阶 上 连通 正则 简单 无 向 图 ,是 Hamilton Fl. 
5.2.6 iE GA REMBBIEGE $ T—(x€VOGD: dox) —»—1). EA: |T| Za 
(G), A) G Æ Hamilton 图 . 


527 设 避 是 简单 图 . 证 明 : 若 aiot) : 风 asa 


nn dn 
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5.2.8 设 吕 是 无 环 有 向 图 . 证 明 :D 有 独立 集 S 和 zES 使 得 对 每 个 yEWVAS 均 有 do(zx,y) 
X2. (V. Chvatal & L. Lovász, 1974) 
5.2.9 称 图 G 是 a 临界 的 (or critical) ,如 果 对 每 条 cEE(G) 均 有 a(G— e) >G. ER: 
Ga 临界 力荐 入 单 图 ; 
(b) 阶 大 于 2 的 连通 a 临界 图 是 2 连通 的 ， 
5.2.10 称 图 GG 是 8 临界 的 (critical) ,如 果 对 每 条 «€ EOE AGOA, 证 明 ， 
(a)G 是 6 临界 图 SG 是 a 临界 图 ; 
(BEAT 2 的 连通 的 8 临界 图 是 2 连通 的 ， 


(c) 若 G 是 连通 的 , 则 aec Ge D. 


应 H 


5.3 人 员 安 排 问题 


Xn EHE n TUA xin nx AP n MEPE yis yrs Yn 已 知 每 
个 职员 能 胜任 其 中 一 项 或 几 项 工作 . 试问 ;能 否 把 所 有 职员 都 安排 一 项 他 所 胜 
任 的 工作 ? 这 个 问题 称 为 人 员 安排 问题 (persomnel assignment problem). 

构 作 2 部 划分 为 {X,Y} 的 简单 2 部 分 图 GS 其 中 X — nouo YS 
lys yo ,Yr} :并且 Ziyi EECG) 包 职员 x 胜任 工作 Nr 于 是 问题 转化 为 判定 
给 定 的 2 部 分 图 C 中 是 否 有 完备 匹配 问题 . 

本 节 给 出 一 个 有 效 算法 , 它 是 基于 匈牙利 数学 家 Egervéry(1931) 首 先 提出 
来 的 一 个 方法 , 故 通常 称 为 匈牙利 算法 . 这 里 给 出 的 是 Edmonds (19650 85805, 
它 基 于 Hall 定理 (5. 1) 及 下 述 概 念 和 结果 ， 

设 M 和 MM' 是 E(G) 的 两 个 不 交 的 非 空 真子 集 , G 中 CM MO 交错 路 (alter- 
nating path) 是 指 其 边 在 M 和 AM“ 中 交错 出 现 的 路 , (CM,M) 交 错 路 简称 为 M 交 
HE, Hh M=EO\M. üt M REG. 的 匹配 ,两 端点 不 同 且 都 是 非 MM 饱和 的 MM 
交错 路 称 为 M 增 广 路 (augmenting path). 

315.9 设 M 和 JM' 是 G 的 两 个 不 同 的 非 空 匹配 ,H 二 GLMAM" }, 则 H 
的 每 个 连通 分 支 必 是 下 列 三 种 类 型 之 一 ， 

OMA; 

Ci) GM,M* ) 交 错 偶 图 ; 

GiD CM,M* OZW. 

证 明 由 于 瑟 中 每 个 顶点 至 多 与 M 和 MM* 中 一 条 边关 联 , 所 以 
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0 x; ACPD x; 2. 
而 且 对 五 中 顶点 z, 若 dauGO-—20z HERE M 中 一 条 关联 ,又 与 M^ 中 一 条 边关 
联 (参见 图 5. 10). 


ta GAME MORE VD M: CiEfo (bb H—G[MAM* ] 
图 5.10 

投 P 是 日 中 任意 一 个 连通 分 支 . E P E-A WORE. FEIS 
APK. 

车 中 顶点 全 是 2 度 点 , 则 由 上 述说 明知 咏 中 每 个 顶点 茎 与 M 中 一 条 边 
关联 ,又 要 与 M 中 一 条 边关 联 , 所 以 了 ERM, M OZERETA PHIL 3X GD E. 

EP REIRA DA r. 则 由 推论 1.1.2 知 PP 中 必 合 另 一 个 1 度 点 , 设 为 
y. 由 于 APSE P RE—ÁÓRUJ x 0 y OR RS ER. P FARATAN 
话 ) 都 是 2 度 点 . Am P EMM ) 交 错 路 ,Ciii) 成 立 . 口 

定理 5.9 (Berge,1957) i$ M REG 的 匹配 . 则 MM 是 最 大 的 SG 中 不 含 邮 
增 广 路 . 

证 明 (EEE M EG 的 最 大 匹配 ,并 设 Preter enta E G 
mM 381 BR. Jil] m 为 奇数 ,并 且 even ttem EM. m 82364 116 EM. G 

M —MBAECGP) —OMN (e «£i tei D Ule ses tes. 
则 MM 是 G 的 匹配 ,并 且 |AM = 一 [MI 十 1. 矛盾 于 M 的 最 大 性 . 

(< 二 )( 反 证 法 ) 设 M 不 是 G 的 最 大 匹配 ,AM 是 G BECA VERO. WIM |>| 
M|.4& H-—-G[MAM' ]. 由 引 理 5. 9 知 五 的 每 个 连通 分 支 误 是 孤立 点 ,或 是 
(MAM ) 交 错 路 或 是 CM, M* ) 交 错 偶 图 , 由 于 1M" [0 [MT BEER] ECED PM? | 
之 |ECHY 门 MI. 因而 五 必 有 一 个 连通 分 支 卫 , 它 是 一 条 开始 于 M' 中 边 并 是 终 
止 于 M* 中 边 的 0M" ,AD 交错 路 . 于 是 卫 是 M 增 广 路 (参见 图 5, 100. FETE 
定 . L] 

EA 5.10 i M E 2 2631 5329 (XY 89 2 821 RE GER, rE X RIEM 
饱和 点 ,Z 是 G 中 由 起 点 为 + 的 M 交错 路 所 能 连接 的 顶点 集 ,S 一 2Z 门 X, 了 一 
NY, m 

(ta) TENG CS); 
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(b) 下 述 三 条 等 价 : 

(DG 中 不 存在 以 z 为 端点 的 M 增 广 路 ; 
Giz Æ Z 中 唯一 的 非 M 饱和 点 ; 
GDT-—NG;GOHBIT|21S|—1. 

WH DER y € T, Il G 中 存在 以 z 和 ? 为 端点 的 M 交错 路 P. 令 zE 
Np(y). 由 于 如 是 2 部 分 图 且 yETEY 所 以 zEZ 站 X 一 5S, 即 2E NS). 因而 
有 TGNe(S), 

(by GD 之 (ii ( 反 证 法 ) 设 yy 是 Z PRF WIEM TERI A MG HEHETEUA 
x 和 y 为 端点 的 M 交错 路 P. 已 是 G 中 以 了 ADAM BJ FR S CORITBUE 
矛盾 ， 所 以 (ii 成 立 . 

G= 《 反 证 法 ) 设 6 中 存在 以 x 为 端点 的 财 增 广 路 己 , 并 设 己 的 另 一 
端点 为 Ar). 则 y 是 非 M fer. 由 2 的 定义 知 ,?E2Q ,矛盾 于 (这 的 假定 ， 
所 以 (成 立 . 

G=) {EM yE NcCS CY, TEPE uE S-Z()X fle€ EQ fbi ye 
(e) — uy. i ux, Wil SUE y€ T, FE ur. 于 是 G 中 存在 以 x Flu 为 端点 的 
M3ES89R P. 由 于 了 是 非 M WAR, PL u 为 M 饱和 点 . PRSE y Meg 
M. 由 Z 的 定义 知 ,y&€ ZQY-— T. HMA NGC CT. 再 由 (ea) 了 T 一 Ne(9). 

HF rEZ 中 唯一 的 非 M 饱和 点 ,所 以 工 中 点 全 是 MM 饱和 点 又 由 于 XX 
PALM 与 工 中 点 配对 的 点 全 在 S 中 ,和 且 T 一 NetS), 所 以 人 S\fx} 中 点 与 全 中 
点 由 M 配对 . 帮 有 !T|=|Si 一 1. 

(iD-—(D 任 取 zES\{z), Bb PEG 中 以 rz 和 = 为 端点 的 MM 交错 路 .由 
于 如 是 2 部 分 图 ,并 且 zx,zEXX, 所 以 卫 的 长 为 侦 数 ,又 由 于 x 是 非 M 饱和 点 ， 
所 以 z 是 大 人 饱和 点 . 由 xES\{z}) 的 任意 件 知 ,S\{z} 中 点 全 是 好 饱和 点 ,它们 
与 Ne(S) 中 点 由 M BUS. 由 于 Ns(S)== 了 有 是 |T|==|S1 一 1; 所 以 工 中 点 全 是 
MRAR BA x Æ Z 中 唯一 的 非 M fRURI EX CD BE. 口 

推论 5.10 非 空 2 部 分 图 有 馆 和 所 有 最 大 度 点 的 最 大 匹配 . 

证 明 设 G 是 2 部 划分 为 {XX, 了 7} 的 2 部 分 图 ,并 设 M 是 G 中 最 大 匹配 并 尽 
可 能 多 地 饱和 最 大 度 点 ， 

( 反 证 法 ) 设 存在 最 大 度 点 x 是 非 M 饱和 和 的. 令 Z 是 G 中 以 z 为 起 点 的 M 
交错 路 所 能 连通 的 顶点 集 ， 不 妨 设 xEX, 并 令 
. S—ZnX, T-ZfY. 

BUT M R G 中 最 大 匹配 ,所 以 由 定理 5.9 知 G 中 不 存在 以 x 为 起 点 的 MM 增 广 
路 ,再 由 和 定理 5. 10 5 
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[TI 21S! —1,.H. No(S)=T, 
E S 中 点 全 是 最 大 度 点 , 则 
AIS| — Yde) = |D |= Pidot SAITI, 
ucs5 ET 


MA ISIITI- ISI — LP. 于 是 ,S 中 存在 非 最 大 度 点 , 设 为 =, 则 z 天 z. 令 
P= zx el T, ez êm 1 X51 Em? 
GM 交错 路 . 由 于 x,zE2, 所 以 m 为 偶数 . MAH x EEM 饱和 点 ,所 以 
& s833" eL EM, M esse s**t s En € M. 内 而 z 是 M 饱和 点 .于 是 今 
M 2MAECP) = OMN ler ses en {ervey es 1}, 
则 1M —- 1M], BD MEG PRALE. 但 M 饱和 最 大 度 点 的 数目 比 M 饱和 最 
大 度 点 的 数目 至 少 多 1T r), FET M 的 选取 . C1 
推论 5. 10.1 任何 2 部 分 图 很 的 边 集 EEC) 可 以 划分 成 ACCO T LA SEC 
配 . 
下 面 给 出 匈牙利 算法 ， , 
4 53-8 ACT P] AES BEEREK. MAG 的 任何 匹配 M 开始 . 3E M fX. 
M M J& G 的 完备 匹配 . 若 对 不 能 饱和 文 , 则 在 其中 选择 一 个 非 M ERE r. 
车 中 存在 以 x 为 起 点 的 M 增 广 路 局, 则 由 定理 5.9 知 得 不 是 最 大 匹配 ,而 且 
M=MAE P) fé Eo M 更 大 的 匹配 ,因而 饱和 X 中 更 多 的 点 . 然后 用 M fM 
并 重复 上 述 程 序 . 车 G 中 不 存在 以 为 起 点 的 MM 增 广 路 , 则 令 Z 是 G 中 由 起 点 
为 了 的 M 交错 路 所 能 连接 的 顶点 集 ,并 令 | 
Ss=2NX,  T-ZY. 
则 由 定理 5.10 知 z 是 Z 中 唯一 的 非 M 饱 和 点 ,而 且 
Ne(S)=T, ITIS iNOS]. 
由 Hall 定理 (5. Dn G 没有 完备 匹配 , 
匈牙利 算法 
l. 任 取 侣 的 匹配 M. 若 MAX, WE. MPRE X RO X 4E 
M 人 已 和 点 工 , 令 S={x}, T= Ø. 
2. NOST ME Ie 中 无 完备 匹配 . NOAT, WR y€ N 
(SAT. 
3. A y d M 饱和 的 , 则 存在 zE 和 NS 使 yzEM A SUIDER STU {y) 
蔡 代 工 ,并 转 人 第 2 i. E y EEM 饱和 的 , 则 G 中 存在 以 z 为 起 点 且 
以 y 为 终点 的 MX 增 广 路 P.H M MAECPYBHR M 并 转 人 第 1 步 . 
下 面 举例 说 明 匈 牙 利 算法 . 
例 5.3.1 考察 图 5.11(a) 所 未 的 2 部 划分 为 {XX, 了 } 的 2 部 分 图 G, 其 中 性 
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= {zsT2 Ta Ta Tis Y= a Yos ys sd. 

取 初 始 匹 配 M; = Leyes mi ys ,xsYy5}. Xl 是 六 中 非 Mi 饱和 版. ?5-— 
Uni. To. BI NOD (yt 2 Tos MAR y: € NCSONT,. y) Æ M, 
AMA, e € X f noy; € M. 


x, x. X3 X, Xs A 
X, 
的 
^ bz J5 X. ys 
x 
(a) Vofe M (802) (0) MJ BE 
X, Xj Xi X4 Xs x, X, X, 
O ^h » X y » » 
(c) 匹配 M ' ED) (d SMT, 


5.11 匈牙利 算法 的 应 用 

令 S 一 (zt 一 (ya M NSD S iyis Yo ya 8321, ÉUy € N 
《SI 和 ANT， y; 是 非 M, 饱和 点 ,所 以 Po riyar Æ Mo 增 广 路 ( 见 图 5. 11 
《b)), 令 

M, -M,AECP$) = Ur ys saxo yi» da ya X535) 

(XB 5. 110. H M; SH M, 再 执行 第 12b. n € X EJEM 饱和 点 . $S 
— ni. To gH NOU Uy 12 To. BC s € NCSONTo y: 是 Mi 饱和 点 
并 且 xm y €M. 

4S. —in.onld)sTy—íiys 因为 六 CS) 一 (yss ys) 2 T. V € 
NCS ON TL «ys 是 M, 人 饱和 的 ,而 且 ry EM. 4 

Si {rir Es} o T = {y2 rya} NCS) 

COREL 511d. 匈牙利 算法 停止 因为 有 |N(Ss)i <<1S: |A G BUR AIL 
配 . - O 

例 5.3.2 考察 图 5.12ta) 所 示 的 2 部 分 图 . Bog) VEM 二 {x1 ， 
Xsysi. Xs Æ X PIEM. WAA. 

4 S7 {r} To =Ø W] Ner) m Gn 38 8) Ts. Ey € NCSONTS. yi 
是 Mo WALA HE. zayi € Mo. 
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令 Si 一 {zaz zi 全 一 {y *. 则 NCS = {ys yz Ys ass )2Y T. Wy 
€ NGAUONXTi. y: EJE M, 饱和 点 . Pa =y riy: 是 Mo 增 广 路 ( 见 图 5. 12 
(D). $ 

M; SM, AEP, ) = (anys yn x4 Ya Xs yst 
( 见 图 5. 12(c) 中 粗 边 所 示 ) 是 G 中 匹配 . 

取 M; 为 初始 匹配 再 执行 算法 . zs OX IPIE MS 人 饱和 点 . 令 Sin). To 
=Ø, W Ner S yy DT. By ENST ys IEM TRA. 则 Pi 一 
DERE) Æ M, 增 广 路 . 令 

M;,—M, AEP) S (an ya x yi $33 ya sa ya s Ys ys] 
CLE 5. 12(d) 中 粗 边 所 示 ). Ru] Mo 是 G 中 饱和 X 的 匹配 ,因而 是 台 的 完备 匹 


配 ， C 
Xj X X4 3 X. H 
Xa 
J 
Ji » » Ya Js 
X 
(匹配 MH) (b) Mair ih 
X, X; EZ! Y. Xs xi X3 
y » 
4 
(c) 应 配 Miz) (d) 根 在 x 的 如 交错 子 图 


图 5. 12 匈牙利 算法 的 应 用 
匈牙利 算法 的 复杂 度 是 OCve?)( 习 题 5. 3. 3) ,因而 是 有 效 的 . 把 匈牙利 算法 
中 的 程序 稍 加 修改 就 可 以 获得 求 2 部 分 图 的 最 大 匹配 (习题 5. 3. 4). 


习 RE 


531 证明: 任何 林 至 多 有 一 个 完备 匹配 . 
5.3.2 MAN 是 G 中 两 个 不 交 匹 配 ,并 且 |MI>1N|. 征明 :上 中 必 存 在 两 个 不 交 匹 配 
M m N 使 得 
MUN SMUN, |M'|-|M|—1, IN |> |NI+1. 
5.3.3 证 明 匈 牙 利 算法 是 OA ) 算 法 ， 
5.3.4 叙述 怎样 用 匈牙利 算法 求 2 部 分 图 的 最 大 匹配 . 
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5.3.5 利用 匈牙利 算法 判定 下 列 两 个 2 部 分 图 是 否 有 完备 匹配 , 车 没 有 完备 匹配 , 求 出 它 
的 一 个 包 售 所 有 最 大 度 点 的 最 大 匹配 ， 


(a) (b) 
(习题 5. 3. 5) 


5.3.6 设 S 是 n 个 元 素 集 . 由 3 中 元 素 组 成 的 拉丁 矩形 (Latin rectangle) 是 指 rxs AERE A 
zs). dE rn sna; C SEA 的 每 行 和 每 列 元 素 互 不 相同 . 若 7 二 :二 n; 则 
ox tir T REOS » 人 阶 拉丁 方 (Latin square). 证 明 : 

(0 FAHER 在 必 可 以 补 上 两 行使 其 成 为 5 阶 拉丁 方 ,其 中 : 

1 2 3 4 5 

2 3451 

35124 

Cb} 对 任意 的 + 行 w ARTER G2 , 必 可 以 补 上 nr TERRA n 阶 榨 丁 方 . 


5,4 最 优 安 排 问题 


在 上 一 节 , 我 们 利用 徊 牙 利 算法 解 块 了 人 员 安 排 问题 ， 如 果 那 种 安排 方案 
不 止 一 种 或 者 说 每 个 职员 都 能 胜任 每 项 工作 ,这 时 的 人 员 安 排 就 要 考虑 每 个 职 
员 对 各 项 工作 的 效率 ,比如 熟练 程度 等 . 怎样 给 出 一 个 安排 方案 使 总 效率 达到 
最 大 ? 求 这 种 安排 问题 称 为 最 优 安排 问题 (optimal assignment problem). 

考察 2 部 划分 为 {X,Y} 的 加 权 完 全 2 部 分 图 (天 EP Xia 
X hY- iyi style yj 上 的 权 wziy 门 表示 职员 £i MIHE Jj 的 效率 . 最 
优 人 员 安 排 问 题 就 等 价 于 在 这 个 加 权 图 (天 .wmw) 中 求 一 个 有 最 大 权 完 备 匹 配 
(maximum weight perfect matching). 

当然 , 若 枚 举 所 有 n! 个 完备 匹配 (见习 题 5. 1. 9Cc)), 然 后 出 较 它们 的 权 ， 
这 种 方法 无 疑 是 可 以 的 . MEH n 很 大 时 ,这 种 方法 显然 是 无 就 的 ， 本 节 将 介绍 
一 个 求 最 天 权 完 备 丐 配 的 有 效 算法 , 它 属于 Kuhnt19355) 和 Munkrest1957). 

S ICYGOCG.. XI SI e 一 zy, 均 有 

IG IG Zw), 
WER LACK, S wo RS ETT TR b (feasible vertex iabelling). 


Å= 


3 
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可 行 顶点 标号 部 是 存在 的 . 例如 ie YCK,) 5g XT: 
[ro aene rcx 


l()—0, # ycY. 

这 种 可 行 顶 点 标号 称 为 平凡 标号 (trivial labelling). 

设 G=K,, ,并 设 1 是 (G,) 的 可 行 顶 点 标 导 , 今 

E= {yE ECG} 5 GO GO 9 wGy)], 

并 令 G AG PHE 为 边 集 的 支撑 子 园 ,G 称 为 上 等 子 图 (eqmality subgraph). 

例 5.4.1 考虑 完全 2 部 分 图 Kss ,其 中 XS {zsrsr} Y5 yy 
"ys OX zy; AA Gran; 3 如 图 5. 13(a) 中 和 矩阵 W — (Ge; Br. Co pág 
EE W 的 右 旁 和 下 按 的 数 分 别 表示 ， 


(395241 
;:22022 
《al W-—|Z2 44 109 
01 1600 
121338 
385415 n x X 0X 
2202112 
(b) W—-|2 4 4 1 0|4 (c) 
|01100|I 
i12 153 3/3 h Y; 5 Vs ys 
à Doo on 1 等 子 图 G， 
38.5 54 144 
220222 
(d W—-|l2 44 10|3 
0 11680 0,0 
12813 3/3 
0118500 


图 5.13 Kuhn-Munkres 算法 的 应 用 
Kai) = 5,1) = 2,163) = 4,lC xr = lils) = 3, 
Ky) = Ey) = Cy) = IG = Ky) = 9. 
这 样 定义 的 LC V CKs 0 ElK ,WW) 中 可 行 顶点 标号 , 它 是 平凡 标 导 . 而 矩阵 中 
的 黑体 元 素 表 示 Ks.s 中 对 应 的 边 属 手 E. 它 的 1 等 子 图 G, 如 图 5. 1360 Boon. 
O 
ER 5.11 设 ! 是 @G 的 让 行 顶点 标号 ,车 ISCTB GS 有 完备 匹配 M*, 则 
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M' 是 G 的 最 大 权 完 备 匹 配 . 

证 明 由 于 GG 是 G 的 支撑 子 图 ,M" 是 G 的 完备 匹配 ,所 以 M (BE GA 
完备 匹配 .又 由 于 对 每 个 eE AM" 都 属于 这 个 1 等 子 图 G1, 而 且 M' 中 每 条 边 覆 
羡 每 个 顶点 正好 一 次 ， 所 以 

wM*)- 2 we) 一 20. 
z 4€ 


ec M 
23 —7h Bi o G BEAL M 有 
WM) = »wG) < 9 GO. 
e£ M EV 


于 是 有 wOM* ) 宇 wCWD, 即 M" EG 的 最 大 权 完 备 匹 配 , 口 
基于 定理 5, 11,Kuhn (1955) 和 Munkres(1957) 提 出 一 个 在 加 权 完 全 2 部 
分 图 (Ka,w) 中 求 最 大 权 完 备 匹配 的 有 效 算法 , 算法 的 基本 思想 是 : 
首先 给 出 K;., 任 意 的 可 行 顶点 标号 共 如 平凡 标号 ), 然 后 决定 Gi. Te G P 
执行 匈牙利 算法 . 车 在 上 中 找到 完备 匹配 , 则 由 定理 5. 11 知 这 个 完备 匹配 就 
是 G 的 最 大 权 完 备 匹 配 ， 否 则 ,匈牙利 算法 终止 于 SCX,TCY BH. NOST. 


4 


a7 min(l(x) Cy) wry): z€ S, y&€ YAT), 


lCu)—a, uc S, 
Ku) s u€T, 
u), 其 他 
确定 了 一 个 新 的 可 行 顶点 标号 1 此 时 wm>0, 且 TCNa(S)( 习 题 5.4.1). 以? 
替代 连续 进行 这 种 修改 ,直到 存在 一 个 等 子 图 含 完备 匹配 时 止 , 由 于 最 大 权 
完备 匹配 必 存在 ,所 以 这 种 修改 必 在 有 限 步 结束 . 
例 5. 4. 2 考察 图 5.13(c) 中 所 示 的 1 等 子 图 GI, 我 们 已 在 例 5.3.1 中 指出 
它 没有 完备 匹配 ,而 且 匈 牙 利 算法 终止 于 S= Gn md Tm s yi NC). 
通过 计算 ， 
a; = mini ilr) FIC) — wiry): c € S,y € YAT) =L 
修改 后 的 可 行 顶 点 标号 i 如 图 5. 13 D PERRA DMFA. PEDE 
体 元 素 表示 天 ss 中 对 应 的 边 属于 所 ,1 等 子 图 Gi 如 图 5. 13(e) 所 示 . 这 就 是 我 
们 在 例 5. 3.2 中 考察 过 的 图 ,在 那里 ,我 们 用 匈牙利 算法 已 经 求 出 该 图 的 一 个 完 
备 匹配 ( 粗 边 所 示 )， 
M= (yi sx2 yi Xa ya say ss ys h. 


由 定理 5.11 知 MM 是 Ks.s 中 最 大 权 完 备 匹 配 ,其 权 和 为 wCMD — 14. N 


则 由 
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上 述 求 加 权 完 全 2 部 分 图 (CK,,,,w) 中 最 大 权 完 备 匹配 方法 就 是 著名 的 Ku- 
hn-Munkres 算法 . 现 叙 述 如 下 : 
Kuhn-Munkres 算法 
1. 从 任意 可 行 顶点 标号 (例如 平凡 标号 )4 开始 ,确定 1 等 子 图 GG ,并 且 在 GG 
中 选取 匹配 M. 车 MM 饱和 区 , 则 MM 是 完备 匹配 ,并 由 定理 5.11 知 MM 是 
最 优 匹配 ,算法 停止 ， 否 则 转 人 第 2 步 . 
2. 匈牙利 算法 终止 于 SCX,TCY fii Na C5) — T. 计算 a, 确定 新 的 可 行 
顶点 标号 1, 并 以 ? 赫 代 1 ,以 G. 替 代 G 转 入 第 1 步 . 
注 i. KuhrMunkres 算法 是 有 效 算 法 (习题 5. 4. 2). 
2. 最 大 权 完 备 匹 配 不 是 唯一 的 ， 例如 ,图 5. 14 C0 H, M — Gs 
32335423 多 9055 罗 是 与 邮 不 相交 的 最 大 权 完 备 匹 配 . 
3. Kuhz-Munkres 算法 可 以 用 来 求 <K;., ,WW) 中 最 小 权 完备 匹配 . 它 基 
于 下 列 结果 : 
定理 5.12 PaK. wM EE WS Cw; 2, ERRARE. J, 是 7 
阶 全 lZBW'-—G;),—aI, W E Kan w ) 中 加 权 和 矩阵 . 则 M* E Kans 
w* rig E se e UL EESM" 是 (KK,., ,Ww) 中 最 小 权 完备 匹配 ,而 且 wM" ) 一 za 
—w* OM" ). 
证 明 Ub KI 2 部 划分 为 {X,Y}) 的 完全 2 部 分 图 ,其 中 X= (niae 
Lal Y= {yyt yat 由 推论 5.1.2 知 Ks 有 完备 匹配 . 设 M= {T y; sx, 
Nis tt T Yj, ;是 K,.,rPÁEfI— T 668 DERE. Bi 


w (M= Dwy, = 21 — wi) 
1 


= m — Yun, = n — wM). (5.9) 
设 M 各 分 别 是 CK,.,w* AKK 2 RSCAULSE E CMRR 
匹配 , 则 由 55. 9) 式 ,有 
w CM os w ) = na — wOM? ) 
xni —wOM = w MN). 


因此 ,有 w (M" ) 一 za 一 WCRY )， (5. 10) 
由 (5. DAG 100 35.2 wOM* 3 wOMD, w^ OM) =w OM" ),3E B. wOM 一 ma 
—w (OM), w(M* )—na—w' GM" ). L1 


$1 5.4.3. KE 5. 13 rPErz HELEEL CCGS s vo PRAAN. 此 时 a= 
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20014 
3 3 3 3 3 
W'—5.—-W-—|3 1 1 4 5 
$5.4 455 
43422 


利用 Kuhn-Munkres 算法 ,从 平凡 标号 开始 ,最 后 得 到 一 个 对 应 于 W" 的 可 
行 顶点 标号 如 图 5. 14 中 答 阵 右 旁 和 下 边 的 数值 所 示 、 JEPEHUR HGCRGRUR 
Ks,s 中 对 应 的 边 属 于 E, 1 FEG 如 图 5. 14 所 示 . 它 的 一 个 完备 匹配 《 粗 边 所 
示 ), 即 最 大 权 完 备 匹 配 :M' — Un ys axe ya as us yi zs yo] w^ CM" )—21. 所 
以 由 定理 5. 12 40 M* E Kw) 中 一 个 最 小 权 匹 配 , 权 为 wCM" ) 一 25 一 w* 
OM* )=25—21=4. 


200 1 442 
2435 3 3|4 
W*-|3 114 513 
5.41 4 8 5|4 
4 34 2 2!3 
101 12 
图 5.14 
由 此 可 知 , 对 (Ks.s 2 PETRI — T oo IE M, CDU IE AC UVD H 
了 提高 工作 效率 ,选择 一 个 最 佳 工 作 分 配方 案 是 完全 必要 的 . O 


85.4.4 作为 上 述 方 法 的 应 用 ,考虑 下 列 工作 排序 问题 . 

有 一 人 台 机 床 加 工 2 种 不 同 的 零 部 件 J;G 1.2, m. 每 加 工 完 一 个 零 部 
件 后 , 须 将 机 床 加 以 调整 才能 加 工 另 一 个 零 部 件 . 设 加 工 完 J; 后 ,在 加 工 J 之 
前 机 床 调整 时 间 为 1;。 问 如何 安 排 这 些 零 部 件 的 加 工 顺序 使 调整 机 床 所 耗 总 时 
fa] car? 

例如 ,有 6 种 零 部 件 需 要 加 工 , 调 整 机 床 所 耗 时 间 o Cfr DO AIT TEREE 


2s: 


T= {tä )= 


一 
A Q A n © a 
BO 49 e O o ® 
ea & CO e N Sm 
=e O -N Q3 N 
co n rS 03 Nme 
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如 果 按 


Ji 5j, J, LJ, e] DA 

的 顺序 安排 加 工 , 则 调整 机 床 总 耗 时 为 (5 十 1 十 1 十 1 十 5 二 )13 分 钟 . 但 如 果 按 
Ji 一 xj: 3], eJ, LJ, 

的 顺序 安排 加 工 , 则 调整 机 床 总 耗 时 间 为 (4 十 4 十 5 十 3 十 5 一 )21 分 钟 . 由 此 看 

来 ,为 提高 工作 效率 ,我 们 必须 寻找 一 个 好 的 排序 . 

为 寻找 好 的 加 工 排序 ,构造 加 权 简 单 有 向 图 (D, TO AF 
VID={ sda Ts se}s Jis EENS hG Sh , 
EBH n. KERKIMA ELE CD T) BRE 5. 15 所 示 . 


Do = m. N. OG 
c ww coc 2 
b 0 o o e U 
cQ o O e NÈ 
-— C - [3 u C 
2 cr c N e 


5.15 

口 合 支撑 竞赛 图 ,因而 由 定理 1.2 知 了 DD 含 Hamilton 有 向 路 .显然 ,任何 一 
个 好 的 加 工 排序 一 定 是 口中 一 条 Hamilton 有 向 路 . 反之 ,DD 中 任何 一 条 Ham- 
ilton 有 向 路 对 应 一 个 加 工 排序 ， 例如 (Js 5 ,Js) 是 D 中 一 条 Hamil- 
ton 有 向 路 (图 中 粗 边 所 示 )， 按 这 条 Hamilton 有 向 路 的 顺序 安排 加 工 的 总 耗 时 
为 5 分 钟 . 于 是 ,要 寻找 最 短 耗 时 的 加 工 排 序 , 首 先 指出 口中 所 有 Hamilton 有 
向 路 ,然后 比较 它们 的 权 . 权 最 小 的 Hamilton 有 向 路 对 应 的 加 工 顺 序 必 是 最 好 
的 , 但 一 般 说 来 ,这 是 很 难 做 到 的 ， 下 面 ,我们 利用 Kuhn-Munkres 算法 求 出 它 
的 一 个 近似 解 ， 

假设 最 好 的 加 工 顺 序 已 安排 好 . 由 上 面 的 说 明 , 它 对 应 DD 中 一 条 县 有 最 小 
权 的 Hamilton 有 向 路 , 设 为 P' . 考 虚 对 应 于 DD 的 伴随 2 部 分 图 G( 其 定义 在 1. 
2 节 ), 如 图 5. 16 所 示 , 其 中 权 wlJ J")) 一 场 .注意 ,由 于 也 无 环 ,所 以 这 样 的 2 
部 分 图 已 不 会 边 JJ "i,i 二 1,2,…,6. 

于 是 ,台中 任何 一 条 (J;,J;)Hamilton 路 P 就 对 应 于 一 {7 和, 六;} 中 一 个 
完备 匹配 MJE-R EP 有 相等 的 权 ， 例如 , 设 ESSO EEREEREERE Jo JO Æ D 中 
一 条 (J;Js) Hamilton 路 (图 5. 15 中 粗 边 所 示 )， 它 对 应 于 G 一 {J 中 一 
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个 完备 匹配 M, 如 图 5. 16 中 粗 边 所 示 , 它们 的 权 都 是 5. 这 个 事实 的 逆 不 成 立 . 
例如 ,图 5. 16 所 示 的 G 一 {J%4,J"} 中 有 一 个 完备 区 M — Ue us. 
Fais aJ rJ 6J 3}; 但 它 不 对 应 于 D 中 任何 一 条 Hamilton A aik. 这 个 事 
| 实 给 问题 的 解决 带 来 了 困难 . 若 能 在 G 中 找到 两 顶点 J MJ ;GX D3ERETEG 
一 7, 了 ;} 中 找到 一 个 最 小 权 完 备 匹 配 M fle SERE D 中 一 条 (J; Ji) Hamil- 
ton 路 PP, 则 了 就 可 以 作为 P* 的 一 个 近似 解 ,而 且 权 wCP* 2 wCP) —wOMnD, 

Jo X, M X B K 

WE VEU D 4 


图 5. 16 
下 面 ,利用 Kuhn-Munkres 算法 求 出 满足 上 述 要 求 的 匹配 来 ， 
考虑 2 部 分 加 权 图 (Ke.s ;w) ,其 中 加 权 和 矩阵 环 为 


55 3421 
151232 
W-Tt5I— 255123 . 
14145142 
134555 
442 31 5 


和 欲求 (Ke,s*w) 中 最 小 权 完备 匹配 ,只 须 求 (Kaisyw ) 中 最 大 权 完 备 匹 配 , 其 中 W^ 
二 5J 一 WC 如 图 5.17 所 示 ). 一 个 平凡 标号 了 和 等 子 图 Gi 如 图 5. 17 Bros. Gi 一 
(J's,J%2)} 有 一 个 完备 匹配 ( 粗 边 所 示 ):M* — Ge issus 
JJ, WM ) 一 4 5 二 20. M E GoU ;了 2} 中 最 小 权 完 和 甸 匹 配 且 权 为 
5. CIH D PH Hamilton 有 向 路 是 (Jz ,Ja 5J45J5 Ji: J42.. 于 是 ; 按 


00213 414 J! AO WO X A X 
4043 2 314 
w3 2043 214 
4110 4 3i4 
42100 0|4 
11324 0/4 
0000200 J" A" JM" Jy JI" J 
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Jo -= h 
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的 顺序 加 工 零 件 ,调整 机 床 总 耗 时 是 5 分 钟 , 因 而 是 最 好 的 (因为 调整 机 床 总 耗 


时 至 少 要 5 分 钟 ). 


图 5,17 所 示 的 G,— (Js ;J 2} 中 也 有 一 个 完备 匹配 : 
M-—U'N SJ SES aus. 
它 对 应 D 中 的 Hamilton 有 向 路 是 (7 1 sJ » Ja2. 按 这 条 路 的 顺序 


安排 零件 加 工 也 是 最 好 的 . 


习 题 


[| 


en Cn 


B 
7 
W-i5 8 
7 
8 


5.4.4 已 知 工 人 POREVE REES 


W= lw; > 了 一 


D ox 


. 4. 1 证 明 :01 270 H TC NG (5). 
.3.2 WI: Kuhun-Munkres 算法 是 有 效 算 法 . 
.43 求 加 权 图 (Ks.s ,Ww} 和 {Ks,s ;w 中 最 大 权 完 备 匹 配 和 最 小 权 完 备 匹配 ,其 中 ， 
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e mm n = 


w= 


= A bh e 
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5 做 工作 E 


2 


—- On u 


H 


3 
1 


5 

3 

1 
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4 
1 
2 
2 


to c P3 P3 m 


2 


1 
3 
4 
l 


J: —, pn 一 -1 一 ~/ 


syay ys 的 效率 rw AD FRA EE 


(a) 给 出 一 种 工作 效率 最 大 的 分 配方 案 , 最 大 工作 效率 为 多 少 ? 
(hb) 给 出 一 种 工作 效率 最 低 的 分 配方 案 . 最 侈 工作 效率 为 多 少 ? 

5.4.5 ?2 阶 方 阵 中 两 两 不 同行 不 同 列 的 2 个 元 素 的 集 称 为 该 方 阵 的 一 条 对 角 线 ， 对 角 线 的 
权 是 它 的 7 个 元 素 之 和 , 
a) 分别 找 出 下 列 症 阵 有 最 大 权 和 和 最 小 权 的 对 角 线 ,其 权 各 几何 ? 


《b) 证 明 ,矩阵 召 中 所 有 对 角 线 的 权 都 相等 . 


4 5 

7 6 

4 一 |8 5 
6 
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5.4.6 MA 6 fCEIPERTE (c— 


8 
5 
12 
13 
7 


10 
7 
9 

10 
9 


11 g 
4 0 
6| B=|0 
7 0 
8 9 
台 机 床上 加 了 


C - CO cl UO 


c a u 


6 


人 


toc 心 


D 


-， 设 调整 机 床 所 消耗 时 间 14 COA F AE E 
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所 示 : 


032513 
2.04 34 1 
130122 

T-—GG; )— . 
42 20143 
E 145027 
i253 120 


求 一 个 加 工 顺序 使 调整 机 床 所 消耗 的 总 时 间 尽 可 能 地 短 ， 
5.5 货 郎 担 问 题 


一 个 货 部 担 着 商品 去 他 所 在 的 区 域内 所 有 材 镇 进行 推销 ， 他 应 怎样 选择 一 
条 总 路 程 最 短 的 行走 路 线 使 每 个 村 镇 恰好 去 一 次 或 者 至 少 去 一 次 ,然后 回 到 出 
发 点 ? 这 个 问题 称 为 货 郎 担 问题 (travelling salesman problem). 

这 个 问题 与 中 国 投递 员 问题 (4. 6 节 ) 颇 为 相似 ,但 其 求解 却 与 中 国 投递 员 
问题 相反 ， 和 月 前 还 没有 一 个 有 效 算 法 . 现 已 证 明 它 是 属于 一 类 NPC 问题 ， 

用 图 论语 言 ,说 得 更 广义 一 些 , 货 郎 担 问题 就 是 在 给 定 的 连通 加 权 无 向 图 
《G, 轨 中 (其 中 w 可 以 是 距离 范 数 ,也 可 以 是 其 他 函 教 ,如 费用 函数 等 ) 找 出 一 条 
最 小 权 的 Hamilton 各 或 者 找 出 一 条 经 过 GG 中 每 个 顶点 并 且 有 最 小 权 的 财 链 . 
前 者 称 为 最 优 园 (optimal cycle) ,后 者 称 为 最 优 链 (optimal chain)， 一般 说 来 , 货 
郎 担 问题 这 两 种 定义 ,会 产生 不 同 的 解 . 例如 图 5. 18(a) 所 示 的 加 权 图 (G,w) 中 
有 一 条 权 为 5 的 最 优 圈 (zy,z,z), 也 有 一 条 和 祝 为 4 的 最 优 链 (zy rz,z)， 明 
智 的 货 郎 当然 会 放 奔 前 者 而 选择 后 者 . 


2(y.z) 
(a) (b) 
图 5.18 
一 般 的 连通 加 权 图 中 ,并 不 一 定 存 在 最 优 图 . 然而 最 优 链 总 是 存在 的 . 故 在 
本 节 的 讨论 中 ,我 们 采用 货 郎 担 问题 的 第 二 种 定义 , 即 在 给 定 的 连通 加 权 图 {G， 
四 中 找 出 一 条 最 优 链 . 
WEG wo REGIE. 若 对 G 的 任何 两 个 不 同 顶 点 z 和 均 有 
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WT YIEWwIr IHW ry) VEVO yh 
HE wG 40 x8 y 之 间 的 (加 权 }) 距 离 ; 则 称 (G,w) 满 足 三 角 不 等 式 (triangle 
inequality). 值得 注意 的 是 ,若是 距离 末 数 , 则 在 实际 问题 中 的 加 权 图 (G,w) 
几乎 都 满足 三 角 不 等 式 . 这 是 因为 在 现实 中 , 某 两 地 之 间 已 有 一 条 经 过 第 三 地 
的 最 短路 P, 人 们 一 般 不 会 再 去 修一 条 比 P EKR. 但 若 w 是 其 他 函数 ,例如 
费用 冶 数 , 则 (CG,w) 不 一 定 满足 三 角 不 等 式 ， 例如 图 5. 18(a) 所 示 的 加 权 图 不 满 
足 三 角 不 等 式 . 

对 于 连通 加 权 图 (G,w) ,我 们 构造 一 个 加 权 完 全 图 (K,;w), 其 中 V(K,)== 
V(G) ,KK, 中 边 zy 的 权 w Cy) ESLA G "Pix $0 y 的 (加 权 ) 距 离 wer, y). CK, 
w ) 满 足 三 角 不 等 式 而 且 K, 中 每 条 边 zy 对 应 G 中 一 条 边 xy 使 Ww (zy) 一 由 
(zy 或 者 一 条 ry 路 PP 使 Ww (zy) 二 wCP),， 例如 ,图 5. 19(b) 所 示 的 ( 攻 ,Ww 站 就 是 
由 (Ca) 所 示 的 加 权 图 (G,w) 构 造 出 来 的 ,其 中 yzE ECLKs) 对 应 GG 中 一 条 路 P= 
Cyr, 2) w (yz) 一 w(P) 一 2. [SEQ w) P REESE Gr y mz 22 ERICKS w yP 


— -= Aa N N OO] 
w M wU e O N 
w wa - O e n 
ww e Qo C A 
MN O Aa C MN e 
O mnm UU to t) n 


"x 
(a) 《Gsw) 和 最 仿 团 (b) CG, w GAMLE BOE 


(tO (Kaew 7 和 最 小 树 了 (d) G* =TM 
5.19 Christofides 近似 算法 的 应 用 
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EREC, y zx) HARRA 4. 反之 亦 然 . 一 般 地 ,我 们 有 下 列 定理 ， 

定理 5.13 连通 加 权 图 (G,w) 中 最 优 链 对 应 (K,,w ) 中 一 条 最 优 图 且 权 相 
等 .到 之 , (天 ,,w) 中 最 优 团 对 应 (G,w) 中 一 条 最 优 链 且 梳 相等. 

证 明 OHERA, wp Hamilton A C,(G,w) 中 对 应 一 条 经 过 每 个 
顶点 至 少 一 次 的 闭 链 忆 使 Ww(C 一 W CO. 按 下 列 方法 构造 (G,w) 中 闭 链 C^, 

HEY xy€ ECCO. Xi zy € EG) Wl wiry) — wG) EC xy € ECCO E xy 
EEG), W G 中 存 一 条 xy BE P (81$ wCP) €" (xy), 取 PEC 

TE CEG rn—A&ES id SEI MAEN RARER w(OCO 99€ (C. 

GDH C Gr ysz, 7 dÉQ RRR. M x 出 发 沿 着 C, 依 次 删 
X Cid S GS Tz 除外 )， 则 剩余 的 顶点 (不 改变 它们 在 局 
的 顺序 ) 形 成 (K, ow ) 中 Hamilton A C. $n. C— 《x,y,7;z;X7) 是 图 5. 18(a) 
所 示 加 权 图 (G,w) 中 一 条 最 优 链 . 删 去 C 中间 顶 点 xz, 即 得 C= (Cx,y,zx,x) 为 图 
5. 18b Bro BHL CK, ,w 中 一 条 Hamilton [8]. 

由 (KK,,W ) 和 CC' 的 构造 知 w (CO wO. AER ANF V zy€ EQCO S 
ry€ ECO Jl] w Cry = wiry) Zi zy 4 ECCO, Wl C 中 存在 一 条 xy 有 路 Pw 
(GP) mw xy). 车 (K,,w ) 中 存在 一 条 Hamilton [Bl C" fi w (C <w (CO Wi i 
T C' EK, wf Hamilton 图 ,所 以 由 (0 知 (2,w) 中 存在 一 条 经 过 每 个 顶点 
至 少 一 次 的 闭 链 C 使 

wC =w (C* aw (CO =wO). 
FAT C 的 最 优 性 . 于 是 CEK, w FRE. 

R2. CYAEOG OF RRE EI OO ROG 中 存在 一 条 经 过 每 个 顶点 
至 少 一 次 的 闭 链 C, 且 WOOS (COC). 车 C 不 是 (G,w) 中 最 优 链 , 而 忆 蚌 (G， 
w) 中 景 优 链 . 则 由 (i 

WOOI>w =w CO =C), 
这 不 可 能 . 所 以 性 是 (4G, 妇 中 最 优 链 ， C 

定理 5. 13 告诉 我 们 , 求 一 般 加 权 图 CG,w) 中 最 优 链 可 以 归结 为 求 满 足 三 角 
不 等 式 的 加 权 图 (K,,w } 中 最 优 图 . 若 (G,w) 满 足 三 角 不 等 式 , 则 G 是 下 , 的 支 
ATE. w=w EG). 因此 , 若 (G,w) 满 足 三 角 不 等 式 且 有 最 优 图 C, 则 C 必 是 
CK,,w 中 一 条 Hamilton 图 , 且 wO 2w (C) —w(C^ ,其 中 心 是 (G,W) 中 一 条 
最 优 链 ， 反 之, 设 C 是 CK,,w) 中 一 条 最 优 图. 若 C SG, 则 CC 也 是 (G,w}) 中 一 
RRRA A C 条 G, 则 与 之 对 应 的 C 是 (G,W 中 一 条 最 优 链 ,而 且 w(OCO — w 
(CO. 因此, 当 CG,w) 满 足 三 角 不 等 式 , 则 与 (K,,w ) 中 最 优 轿 对 应 的 可 能 是 (G， 
中 晤 优 链 ,也 可 能 是 (G,t 中 最 优 圈 ， 但 是 , 当 (G, 由 不 满足 三 角 不 等 式 , 则 与 
(K ow 中 最 优 转 对 应 的 是 (G, 内 中 最 优 链 ,而 不 是 最 优 图 . l 
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按照 定理 5. 13, 我 们 只 需 讨论 求 满 足 三角 不 等 式 加 私 完全 图 (K,,w) 中 最 优 
Ri. 一 个 很 自然 的 方法 是 枚 举 K, 中 所 有 Hamilton 图 ,然后 比较 它们 的 权 , 权 最 


小 的 Hamilton 图 即 为 所 求 . (BK, diio-D ! 条 不 同 的 Hamilton BS, 24 v$ 


大 时 , 它 会 带 来 使 人 们 难以 接受 的 计算 量 . 事实 上 , 现 已 被 证 明 , 货 郎 担 问题 属 
于 一 类 NPC 问题 ,因此 . 我 们 希望 有 一 个 有 效 算 法 以 获得 一 个 比较 好 的 近似 
解 . 这 种 算法 称 为 近似 算法 (approximation algorithm). 

iL. 是 由 近似 算法 获得 Hamilton HARE., mM L 是 最 优 图 的 权 值 ， 比 值 
Le/ 工 称 为 该 近似 算法 的 性 能 比 (performance ratio). 显然 ， 


lSF a. 


我 们 希望 获得 一 个 近似 算法 使 4 为 尽 可 能 接近 与 1 的 常数 , 下 面 介绍 一 个 近似 

算法 , 它 属于 Christofides(19765. 

Christofides 近似 算法 
. 求 (G,w) 的 加 权 矩 离 和 矩阵 Ww 并 构造 (K,,w). 

. 求 (K,,w ) 中 一 株 最 小 树 T. 

. RE T PARAR VIRE G 一 开 ,[Y 站 中 最 小 权 完 备 匹 配 M. 

,在 G = 二 TBM 中 求 一 条 Euler [BB] C,— Gr, yz, 2). 

. 从 工 开始 ,说 C 依次 删 去 C, 中 已 出 现 的 重复 顶点 (最 后 一 个 z 除外 ) 
后 ,剩余 的 顶点 (不 改变 它们 在 G 中 的 顺序 ) 形 成 K, 中 一 条 Hamilton 图 
CC 即 为 所 求 的 近似 最 优 图 ， 

该 算法 第 一 步 利 用 Moore-Dijkstra 算法 ( 见 2. 7 节 ), 第 二 步 利 用 Prim 算法 
求 最 小 树 ( 见 2.6 W). 第 三 步 中 的 V' 关 儿 ,而且 由 推论 1.1.2 知 | | 为 偶数 .由 
TG-KI[V J 是 偶 阶 完全 图 ,由 推论 5. 2 知 G 中 必 存 在 完备 匹配 . 存在 许多 求 
最 大 (小 ) 权 完备 匹配 的 有 效 算法 ,例如 在 本 章 末 提 到 的 Edmonds-Johnson 
(1970) 算 法 ， 在 第 四 步 中 ,G* 中 顶点 都 是 侦 点 , 故 为 Euler 图 . 利用 4. 6 节 中 的 
Edmonds-Johnson 算法 或 者 习题 4. 6.4 中 的 Fleury 算法 求 出 G 的 Euler 回 C,. 
因为 上 述 提 到 的 算法 都 是 有 效 算法 ,所 以 Christofides 算法 是 有 效 算 法 . 

例 5.5.1 考虑 图 5.19(a) 所 孙 的 加 权 图 (G,w)， 它 满足 三 角 不 等 式 ;(b}) 所 
示 的 是 它 的 {加权} 距离 矩 阵 W ;(e) 所 示 的 是 (Ks wr p. Prim 算法 求 出 的 一 
株 支 撑 树 工 (图 中 粗 边 所 示 ). v'— (as $3 54 36 }. 通过 观察 就 可 以 发 现 M= 
[x25 » 4X8 M&OGGLV'] ,Ww ) 中 最 小 权 完 备 匹 配 . 构造 出 的 G* 如 (Cd) 中 所 示 , 它 
的 一 条 Euler 回 C; = Gri s £s s22 r3 x2 xe xi). BP dz Co 中 重复 出 现 的 顶点 
后 得 C= Gr ias x x3 ma xe D BACK w ) 中 的 Hamilton Bw (CC) — 12. 
H F OC (BLZ EEG) PA C 对 应 于 (如, 加 中 一 条 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 


£n 4 Co N e 
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闭 链 
HLLICUPETEPECERCRE PE SER CERADP 
w(P)—w'(C)—12. 
注意 ,(G,w) 中 仪 有 一 条 Hamilton 图 (因而 是 最 优 的 ,(a) 中 粗 边 所 示 ) : 
C* — Gri ag Ts Ke Xa Yaris 
wG* )—13212-wCG). [1 
定理 $.14 对 于 满足 三 角 不 等 式 的 加 权 图 (K,,w), 由 ChristofidesH 算法 
求 出 的 Hamilton MH E ac. 
证 明 K, wW #EZATZAH C, MC RE BI Christofides 算法 求 出 来 
的 Euler 回 和 Hamilton H , M) 
w(O x wO)—wOD Hd wOu (5.1D 
其 中 ,了 是 (天 ,切中 最 小 树 ,M 是 如 一 玫 [Y 门 中 最 小 权 完备 匹配 ,内 是 了 中 奇 
EAR. 
E C 是 (K,,w) 中 最 优 圈 , 则 从 C 中 删 去 任何 一 条 边 得 到 一 株 支 撑 树 TT, 


于 是 
wOD sw CT C? ). (5. 12) 


令 C 为 G'=K,[V nii C 的 顺序 形成 的 Hamilton B. 由 于 (KK.,w) 满 足 
三 角 不 等 式 , 所 以 WCO. 又 由 于 CC 是 偶 图 ,因而 忆 可 分 解 两 个 边 不 交 
的 完备 匹配 M, fill M, 之 并 . A^ EKWOMDswOM). 于 是 M, 是 G' 的 完备 匹 
配 , 并 且 


w(Dcw(M, «iw «wt ). (5. 13) 
由 (5. 11). (5.12)7.(5, 13) 式 ,有 
WOLWE )RPKC* ) -iw«c » 


因此 
Lo wCC) 3 g 


自前 还 没有 发 现 比 Christofides 算法 更 能 接近 于 最 优 圈 的 有 效 近 似 算 法 . 

Sahni 和 Gonzalezt1976) 已 经 证 明 : 除 非 NPC 问题 是 PP 问题 ,否则 不 可 能 
存在 一 个 使 a 为 常数 的 有 效 近 似 算 法 来 求解 不 满足 三 角 不 等 式 的 加 权 图 (天 ,， 
W 中 最 优 圈 问 题 . 


3 题 
5.5.1 利用 Christofides 算法 求 下 列 加 祝 图 中 近似 最 优 链 . 
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xs |60 70 
(习题 5, 5. 1) 


61 


5.5.2. H6" BRIT o one xn rox xe 之 间 的 里 程 如 上 表 , 利 用 Christofides 算法 求 出 货 郎 


担 问 题 的 一 个 近似 解 ， 


5.5.3 设 (K.,w) 是 满足 三 角 不 等 式 的 加 到 图 ,证明 : 车 CC 是 (CK,,w) 中 最 优 图 ,而 了 是 (K,， 


她 中 最 优 树 , 则 OSW T), 
5.5.4 求解 下 列 加 权 图 中 货 郎 担 问题 (最 优 解 为 8117). 
613 623 62 


~ 


wp sc 


(习题 5. 5, 4) 


5.6 收 款 台 的 设置 问题 


某 大 型 商场 为 加 强 经 营 管理 ,对 商品 的 零售 收入 实行 统一 收 款 制 度 ， 为 了 
使 顾客 在 任何 一 个 货架 前 都 能 看 到 收 款 台 , 问 收 款 台 应 设置 在 什么 地 方 并 且 至 
少 要 设置 多 少 个 收 款 台 ? 这 个 问题 称 为 收 款 人 台 的 设置 问题 . 
有 许多 实际 问题 都 可 以 归结 为 这 个 问题 . 例如 某 军事 基地 固定 岗 哨 的 设置 


问题 , 某 道 路 交通 系统 交通 监控 器 的 设置 问题 等 等 


构 作 简 单 无 向 图 G 二 (VY,E). 该 商场 商 排 货架 之 间 的 通道 为 G 的 边 ,通道 
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交叉 处 为 避 的 顶点 . 为 使 顾客 在 任何 一 个 货架 前 都 能 看 到 收 款 人 台 , 从 尽 可 能 减 
少 设置 收 款 台 的 数目 来 说 , 收 款 台 应 设置 在 通道 的 交叉 处 ,于 是 收 款 台 的 设置 


问题 就 归结 为 在 G 中 找 出 一 个 最 小 点 和 覆盖. 


由 于 最 小 点 覆盖 必 是 极 小 点 覆盖 ,所 以 ,我 们 只 需 确 定 G 的 所 有 极 小 点 覆 
ai. 遗憾 的 是 ,目前 还 没有 一 个 有 效 算 法 来 确定 一 个 给 定 图 的 极 小 点 覆盖 下面 


fr fA BER. 


注意 到 (推论 5.4. DVIOOBUT R K EG 的 极 小 点 覆盖 人 多 YA 天 是 的 极 大 
独立 集 怠 对 每 个 EVG) ,要 么 选择 xEK, 要 么 选择 NGGOCCK (但 两 者 不 能 


同时 成 立 ), 这 个 事实 提供 了 一 个 求 极 小 点 覆盖 的 方法 : 
对 每 个 EVO ,要 么 选择 x, 要么 选择 Nel). 
为 了 有 效 地 执行 这 个 程序 ,我 们 引入 下 列 逻 辑 运 算 ， 
设 X.y.X 是 三 条 指 今 , 定 义 : 
xy 为 * 要 么 执行 x, 要 么 执行 y”; 
ry 为 “同时 执行 和”. 
容易 验证 (习题 5. 6.1) 这 商 个 逻辑 运算 满足 下 列 运算 定律 
1” 交换 律 
rdy-—yctr, 
Iy—yr. 
7 结合 律 
tirty)tHr=rt lyte). 
Grylz—zCyr). 
3 Am 
zlyto=ryt rz, 
Cy dT zr yr mx. 
4 guste 
Xz 十 4 二 工 ， 
Xi, 
xd xx. 
根据 这 些 运算 定律 ,可 以 大 大 简化 逻辑 表达 式 . 例如 ， 
Cry yz) rt yu) = xyxd- x yyud yzx d yzyu 
=(xytzyut reyr) tyru 
= ryt yru. 


根据 我 们 定义 的 逻辑 运算 和 上 述 求 极 小 点 覆盖 程序 ,顶点 集 为 {x ne 


xz,} 的 简单 无 向 图 GG 的 所 有 极 小 点 覆盖 可 表示 为 


ta 
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Clai x2 xu) = IT Gi II y). (5. 14) 
i= yE 2) 
例 S.6.1 考察 图 5. 20 所 示 的 图 G.. 由 公式 (5. 14) 有 
Clasbscrd,e,f ,8) a 
= (a tbdd) (h+ aceg) tet bdef )(d + aceg? 
(e -- bcd fO f+ ceg Cg t bd f b d 
= greg t bcdeg +bdef +icd f. 


即 
ayecrerg}s {hbscsdiesgis {sde f}, {bcsd,f} 
R.G ÉDBPABUP URGE. ZUEI GARAIAN 
[3] e 
la,.csesg) ^ ib,d,e.f). (bcd sf} O 
从 公式 (5. 14) 可 以 看 出 ,此 式 中 仅 “ 乘 法 "运算 次 数 f 
就 超过 了 2 .因此 ,对 高 阶 图 来 说 ,该 算法 是 无 效 的 . 
由 推论 5. 4. 1 A S REG. 的 极 大 独立 集合 YN\S EG 
的 极 小 点 覆盖 . 于 是 上 述 枚 举 法 实际 上 也 提供 了 一 个 求 G 的 极 大 独立 集 算法 ， 
由 于 每 个 最 大 独立 集 都 是 极 大 独立 集 , 因 而 该 算法 也 是 求 最 大 独立 集 算法 . 
例 5.6.2 如 图 5.20 所 示 的 图 , 我们 已 利用 枚 举 法 求 出 它 的 所 有 极 小 点 柳 
3x. 于 是 它们 的 补 集 
dfi. (aD. lag. ieeg 
即 为 G 的 所 有 极 大 独立 集 . 最 大 独立 集 有 3 T EOS 
lbid f}, {tascsg}, lasegn 口 


图 5, 20 


习 E 


5. 6.1 WEE m EB AG antt. remm era. 
5.6.2 HABERE FIRA PEL HAIA RAI IESU ER AC ir RE H HC TRES 
和 最 大 独立 集 . 


€ d 


(习题 5. 6.2) 
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小 结 与 参考 文献 


本 章 主要 介绍 了 匹配 理论 中 的 Hall 定理 ,Tutte 定理 和 Konig 定理 3 个 基 
本 的 等 价 定 理 . 这 3 个 定理 与 Menger 定理 或 最 大 流 最 小 截 定理 等 价 . 正如 我 
们 在 本 章 开 头 所 说 的 ,这 些 等 价 定理 从 各 个 不 同 的 角度 揭示 了 图 论 的 数学 本 质 ， 
又 密切 了 图 论 .运筹 学 、 线 性 规划 、 组 合 数学 及 和 矩阵 论 等 学 科 领 域 之 间 的 联系 . 

本 章 还 介绍 了 求 2 部 分 图 中 最 大 匹配 和 最 大 (小 ) 权 完备 匹配 的 鲫 牙 利 算法 
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正如 我 们 在 这 一 章 开头 所 说 的 ,独立 集 概念 是 图 论 中 重要 概念 之 一 , 它 与 匹 
配 概 念 相似 ,但 却 没 有 类 似 于 匹配 的 理论 . 甚至 我 们 还 没有 发 现 求 图 中 最 大 独 
立 集 的 有 效 算 法 ， 现 已 证 明 , 它 和 Hamilton 问题 一 样 ,都 属于 NPC 问题 . 本 章 
提供 的 求 图 中 最 天 独立 集 的 枚 举 法 ,对 高 阶 图 来 说 是 无 效 的 - 
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题 和 排序 问题 虽然 都 归结 为 Hamilton 问题 ,但 我 们 在 本 章 介 绍 的 近似 解法 与 四 
配 理论 也 有 密切 的 关系 . 关于 货 郎 担 问题 的 研究 和 进展 已 有 大 量 的 文献 , 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 Lawler, Lenstra, Rinnooy Kan & Shmoys(1986). 
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第 6 章 染色 理论 


在 第 5 音 ,我 们 讨论 了 图 的 匹配 和 独立 集 . 在 它们 的 应 用 中 ,有 许多 实际 问 
题 可 以 归结 为 求 图 中 的 匹配 或 者 独立 集 ， 例 如 ,5. 3 节 的 人 员 安 排 问题 和 5.5 节 
ése CREUSE. 处 于 其 它 诸 因素 上 的 考虑 ,人 们 希望 知道 :一 个 给 定 的 图 ， 
它 的 边 集 至 少 能 划分 成 多 少 个 边 不 交 的 匹配 ? 或 者 它 的 顶点 集 至 少 能 划分 成 多 
少 个 点 不 交 的 独立 集 ? 这 些 “ 最 小 数 征 " 是 多 少 ? 

例如 ,如 果 用 2 部 分 图 的 2 部 划分 X— n tart Im YS eye 
分 别 表示 某所 学 校 的 教师 和 班级 ,x; 和 yy, 之 间 的 py 条 边 表示 教师 x; 每 周 
需要 给 班级 y, 上 p, TUR. 那么 辐 一 个 课时 的 教学 安排 就 对 应 该 2 部 分 图 中 一 
个 匹配 ,而 边 不 交 匹 配 的 最 小 数目 就 是 最 小 周 节 课 数 . 

又 例如 ,如 果 用 简单 图 的 顶点 h olst ,4 表示 某所 学 校 期末 需 要 考试 的 课 
2.1 $04; 之 间 的 边 表示 六 M 被 同一 位 学 生 选 修 . 那么 同一 场次 考试 就 对 应 
该 图 的 一 个 独立 集 , 而 点 不 变 独 立 集 的 最 小 数目 就 是 该 校 期 末 考 试 至 少 需要 安 
排 的 场次 . 

这 些 问 题 就 是 染色 理论 中 讨论 的 问题 . 本 章 讨 论 的 问题 均 与 图 中 边 的 方向 
无 关 , 所 以 只 需 讨 论 无 向 图 的 染色 问题 . 

在 图 论 历史 上 ,对 图 的 染色 理论 研究 与 著名 的 “四 色 猜 想 ” 有 关 . 这 个 猜想 
是 图 论 乃 至 整个 数学 领域 中 最 为 著名 的 猜想 之 一 , 我 们 将 在 6. 4 节 介绍 它 . 

本 章 介绍 染色 理论 中 的 基本 概念 和 结果 以 及 与 更 色 猜 想 等 价 的 几 个 命题 . 
在 应 用 中 , 除 介绍 排 课 表 问 题 外 ,还 将 介绍 求 图 点 色 数 的 近似 算法 . 


6.1 点 X f$ 


AGREE. G "P BUR CIRLEROS jx Vg 染色 (vertex £- colouring) r 是 指 种 颜色 
1,2, & Xf VO PIU — Pr BG. EHARA AN RAER. 换 句 话 
说 ,G 中 点 的 下 染色 是 映射 

;VCG) 一 们 2)}， 
使 得 对 每 个 (G—1,2. Dn 1 (是 独立 集 或 者 空 集 . do 
Via  G—G€V(G): nle) =i}, i—1,2,75&, 
Jic 
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zt 二 (VI Ve s V). 
6. 1 ET Cs 和 Petersen 图 中 点 的 3 染色 ,其 中 顶点 旁 的 数字 表示 该 顶 
点 所 染 的 颜色 . 


图 6.1 
d Gute ex Gr k Ba vertex 大 colourable)， 显 然 ， 
每 个 图 中 点 v Ang, AA G PA k ATR, MAEA C G res, LE nip. 
由 图 6. 1 给 出 的 染色 知 ,Cs 和 Petersen 图 中 点 3 Gor. 
XX) =min{&; GRA k fani ii) 
称 为 G 的 点 色 数 ,简称 为 色 数 (chromatic number), 
由 定义 ,车 X(G)=k, 则 台中 点 的 任何 二 染色 x 二 {Vi Vo s VV} 中 每 个 
都 是 非 空 的 独立 集 . 换言之 ,G 的 色 数 X( 吕 是 上 G 中 点 不 交 独 立 集 的 最 小 数目 . 
容易 证 明 ( 习 题 6. 1. D :X(GG) LACK: ; (0) —26G 是 非 空 2 部 分 图 ;Xx 
(G) =y OGEK,. 
p GO = 上 上, 则 称 司 为 有色 图 (Eehromatic graph). 例如 ;Ki 是 1 色 图 ; 非 
空 2 部 分 图 是 2 色 图 ;奇峰 Cnn DE 3 ER, K, 是 uv 色 图 . 
点 锡 色 理论 中 的 一 个 基本 问题 是 :给 定 图 台 , 确 定 X(G)? 的 值 ， 由 于 点 染色 只 
与 顶点 之 闻 是 否 相 邻 有 关 , 所 以 ,点 染色 问题 愉 
需 讨 论 简单 图 就 够 了 . 
设 XG) = 二 =k 之 1. RUA HCG HA x 
GD «Ek, Wf G AKA & E Bil Ccritical &chro- 
matic graph). 
易 证 (习题 6. 1.3):G 是 临界 1 (ABL OG 
KG MF 2 色 图 告 G 守 Kz;G 是 临界 3 色 图 
SGETS. 图 6. 2 所 示 的 Grótzsch 图 是 临界 4 
图 6.2 Growscb 图 ž ě ž He, 容易 证 明 任 何 闷 色 图 都 包含 一 个 临界 关 色 
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FE. 
临界 色 图 的 概念 是 由 Dirac (1952) 首 先 提出 来 的 , 它 在 研究 染色 问题 中 
起 了 重要 作用 . 下 述 定理 揭示 了 色 数 与 连通 度 之 间 的 关系 ,我 们 将 从 Konig 定 
理 (5. 3) 导 出 它 . 
定理 6. 1(Dirac,1952) i G BKR £2) ES BRL , Di] 
AGO ZA — 1. 
证 明 #k=2 M GEK. 于 是 A(G) 二 1. Fit kRLD33ÉBYAOR—I. 
于 是 存在 SCVOGOEB|G,S)|-AG«——1. B GERR Rk 色 图 ,所 以 G= 
G[S fti G; —G[ S] i dp Ge — DETA. 
设 m =U UU 和 z= (WW Wh o) 
分 别 是 GG MG: PEHA- DRE. 构 作 简单 2 部 分 图 Hm OXUY ED Rp X 
一 人 age 一 iyi yaoi d Hj EEM SEU, WD -— £g. 由 
TIESG,S) | 2A4(QD) «&— 1. BELL 
e(HYG— 1? —G—1)—-—1)—2). 
由 Konig 定理 的 推论 5.3 AI. H 'P£pdisE ELO RA M. 令 
NM 一 Tri ibZ.ssk-lh 
V,SU,UW,. i—l2,.&—l. 
则 V;G-—1,2,,8—D Ae G Bir f. 所 以 r= (Vo Vis V EG PA 
Ha- DRE, FIT XGO 一， BUR AGk 1. O 
Hit 6.1.1 设 G 是 临界 & EA, WOZ. 
WEBB 由 Whitney 不 等 式 (推论 4 4) 和 定理 6.1, 立即 有 
AORAR- L. 口 
推论 6.1.2 对 任何 简单 图 GHA LOSAL 
证 明 设 XGI)= 一 ” 且 互 是 僻 的 临界 下 色 子 图 ， 由 推论 6. 1. 1] 有 GCPDZR— 
1, 因 此 
A(GDZEA(GHDZZ8CH)ZER—1— (6) —1. [3 
Brooks( 194148 1 ,满足 X(G) 一 Al 的 简单 图 G 只 有 两 类 :一 类 是 奇 轿 ， 
另 一 类 是 完全 图 . 这 就 是 著名 航 Brooks 定理 . 下 面 的 证 明 是 Lovisz(1975) 给 
出 的 . 
定理 6. 2(Brooks 定理 ,Brooks,1941) i& G REEEJE SEE EI. 2E EL CATE 
奇 圈 又 不 是 完全 图 , 则 X(G)} 所 A(G), 
证 明 O= A H EGA k ETE. 若 五 是 完全 图 , 刚 A 
GD-—AGGQO -—&—1,3£B. ACHOSCAQGO —1.. 所 以 
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XO) —k-—AGD-A-M&A(Q2. 
# H EAH, UEF G 不 是 奇 圈 , 所 以 MOZ, TE 
XO) —XGD 3X: A(O). 

FisiHBCRASLASOURRCSHI. ERHET ,我 们 将 给 出 H P 
点 的 一 个 A( 日 ) 染 色 来 完成 证 明 . 

为 了 和 弄 清 以 下 证 明 中 的 染色 方法 ,我 们 首先 以 图 6. 2 中 的 Grótzsch 图 为 
例 . jt H Ek Grótzsch H, H MPERA EAE. 任 取 zEV( 晶 ), 对 每 x 
EV(H), 计 算 z 到 xz 的 距离 dp(x,zx) ,具体 数值 标 在 图 6.3(a) 中 ,将 VLH) 中 
点 用 troe ,Xu 标号 使 得 nin E Np l) rn CECD O HAMA E 
在 的 ,因为 dn(z) 之 3 JE EL H 中 不 售 三 角形 ), 而 县 对 每 个 i 二 3,4,'…,11 满足 
dyzs) dy Ctm r). 于 是 x 二 x 这 样 得 到 H 的 顶点 标号 如 图 6. 3CaD B 
T. 注意 到 (参见 图 6. 3(c)) 这 种 标号 具有 这 样 一 个 性 质 :对 每 个 i 二 1,2,…,10， 
存在 和; E xr; ECHO. 用 SC ACHYVRIBIE 1.2,3,4,5 E VC AT% 
tà. 首先 将 X 和 Tz ir 1. fAJa f ER CO, 1.2,3,4,5 的 顺序 依次 给 这 3 a E Saad O i 
ITERAR RAAE AE. 例如 ,假设 m nim 已 染 好 ,考虑 
Tg. 由 于 -xs Ig; E Nala) FEAR EAE 2,2 #3, 所 以 将 -Tg mr 1. 
这 样 得 到 H 中 点 的 一 个 5 实际 上 只 需 4 种 颜色 ?染色 ,如 图 6. 3(b) 所 示 , 顶点 
旁 的 数值 代表 颜色 . 
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下 面 继 续 证 明定 理 6.2. 由 于 日 既 不 是 完全 图 又 不 是 奇 团 , 则 (习题 6. 1. 2) 
上 k 之 4. S H KRÆ p. HUP XGOD-—EZ4 B. HÆK, HA p 之 5， 由 推论 6.1.1 
知 8(HOZe3.. 《由 例 1.5. 60 H 中 存在 rsy EV HHE xy € EG) M zz,yzEE 
(GG. f$ VCED'BGUSER ani yz cnn, 进行 标号 使 m rx y EHARA :一 
3,4. p, dy Gg dylara) AWE rz JEEDSE BET i=1,2 ;pp 一 1, 存 
TE ji tt re; EECH). H dg GO Z3. BTE xz, x, € ECHO CLE 6.3000. A 
此 ,对 每 个 i 二 1,2,…,p 一 1,zi 5 irons rm s HRS AH 1 个 顶点 相 
45. 用 AC 瑟 ) 种 颜色 对 VC 日 ) 进 行 染色 ,将 n Mr 染 上 1, 然后 按 颜 色 号 1,2， 
…,A( 日 ) 的 顺序 依次 给 zx sani sex, 进行 染色 ,使 相 邻 两 顶点 所 业 的 颜色 不 同 . 
设 zzz 已 染 好 . XEG«ip-D. BUE x 与 {Ti omen) 
最 多 只 有 AC 一 1 个 顶点 相 邻 ;所 以 1,2,… ,ACH) 中 至 少 有 一 种 颜色 a 在 Na 
Gi f| Gn sai exa FERRE ORE x; 染 以 颜色 a, 由 于 xz 一 2 与 +1 和 和 x 
相 邻 ,而 且 c, 和 x; 染 的 颜色 相同 . 所 以 同样 地 也 存在 一 种 颜色 8 在 Nn(zx,) 中 
未 用 过 , NOS x, 染 以 颜色 B68. 这 样 得 到 H 中 点 的 一 个 ADRE, BUR XC — 
XODSAGIDSAG). LJ 

6.1.1 4X Petersen Æ G. BT GAAR rb GTE 2 部 分 图 ,因而 
O3, 5) —Jrtii. hF GETERE ti esee P, rU B EXER. 6.2 A0. x 
(GE AQ) -—3. 因此 ,Petersen 图 是 3 色 图 . O 

定理 6.3( 五 色 定理 ,Heawood,1890) 对 于 每 个 平面 图 G, 均 有 KOSS. 

证 明 用 反 证 法 . 不 芒 设 上 G 是 临界 6 色 图 . 由 推论 3. 4.2 和 推论 6. 1. 1 知 ， 
BIG) 一 5. W ucVOD dolu) =5, Ns GO (mi sus sus ta us) EE — (V. 
Vi, V; V VO Æ G—-u HAR 5 染色. BUT X00 —6, ELEC u EV GSL, 
5). & G —G[V.UV; ]. Y EIE 50 fli u; 和 w; 在 Cr 中 不 连通 , 则 将 G; Hé 
ui 的 分 支 中 颜色 ; 与 颜色 j 对 换 得 G 一 u 中 点 的 另 一 个 5 染色 =V V, 
V4',V, ,Vs ) ,其 中 对 任何 xE NO B r OA WR ;一 1， 于 是 元 一 
(UV VIVA V OEG PAR 5 RA, TAT XX) —6.. 所 以 对 任何 
ij ise j 5) Gi PETE Gui su; ) 路 Py( 见 图 6. 4 所 示 )， 考 虑 圈 Co ue 十 Pa 
Huu, NiE Pis 必 经 过 Pa 中 点 . 但 它 不 可 能 ， 因为 Py 中 点 已 被 染 上 颜色 1 和 
3, 而 且 Pz 中 任何 点 都 没有 这 两 个 颜色 . 这 个 矛盾 证 明了 XC(G) 拟 5. E] 

一 个 自然 的 问题 是 :对 等 个 平面 图 台 是 否 均 有 X(CG)s43? 
这 就 是 著名 的 四 色 问 题 (Four-Colour Problem)。 更 进一步 有 

四 色 犹 想 1 对 任何 平面 图 避 均 有 X(G)<4. 

注意 到 XC(K,) —4. 车 四 色 猜 想 成 立 , 则 其 上 界 是 最 好 的 . 四 色 猜 想 曾 一 度 
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被 列 为 与 数论 中 的 Fermat 猜想 , A Ae IE] Riemann 假设 相提并论 的 三 大 数 
学 难题 之 一 ,理所当然 地 受到 世界 上 一 些 最 有 才华 的 数学 家 的 冲击 . 历史 上 曾 
有 许多 人 宣布 证 明了 它 , 但 都 被 后 人 一 一 否定 . 1976 年 , K. Appel 和 W. Han- 
ken 5j J. Koch 人 台 作 ,宣布 了 一 个 借助 于 电子 计算 机 所 做 的 证 明 . 我 们 将 在 6. 4 
节 介绍 他 们 的 证 明 思 想 ， 


作为 色 数 XX(G) 的 应 用 ,我 们 举 王 个 例子 . 

例 6.1.2(B. Roy,1967, T. Gallai,1968) 设 也 是 有 向 图 ,X 一 XCD). WD 
中 在 在 长 度 之 X 一 1 的 有 向 路 . 

WEB] 2 ECEE D =D 一 E' 不 含有 向 图 的 极 小 边 集 ( 即 对 任何 aE 
ED ta 会 有 向 图 ), 并 设 DD' 中 有 向 路 的 最 大 长 度 为 上 ， 只 需 证 明 衣 注 X 一 1， 对 
i—12,-,k-1,4 V = EVD: D' A x 为 起 点 的 有 向 路 最 天 基 度 为 (i 一 
1);. 则 VD) 一 V UV U e UV 于 是 ,只 需 证 明 

x= Vis Ve Via? 
症 卫 中 点 的 (十 1 染色 .显然 ,oz wii 是 不 相交 的 ， 

首先 注意 到 , 中 不 存在 起 点 和 终点 都 在 Viti 一 1,2， ,十 1) 中 的 有 向 
路 ， 若 不 能 , 设 卫 是 万 中 (zy) 路 ,ziyEVi 则 存在 一 条 长 为 (一 1) 的 且 起 点 
A y AEQ. Bx Ded 6S.» PUROS D rREESEIBKARIÉI 
前 有 向 路 ,矛盾 于 EV. 

FHE V,G—1,2,--.4--)3 D 8945 3. dE ax do y 是 Vi 中 相 邻 两 顶点 ,不 
妨 设 在 在 uEEC(D) 使 gplu) 一 (x,y)， 由 于 DD 中 不 存在 (x,y) 路 ,所 以 aEEFE. 
H E Aghi, D 十 a 含有 向 围 : 设 为 C， 于 是 C 一 a 是 也/' 中 一 条 (yyzr) 路 且 
ro €Vi,&-TA Te esie. 因而 工 和 在 吕 中 不 相 邻 , 即 V 是 独立 集 . 
因此 yA 一 (VVo se Va D A Dor S893 EL PAaL. L1 

£6. 1. 3CV. Chvátal &. J. Komlós, 1971). 3E D X fj € 6E, xD > 
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mn,3Lik f€ YD). Wl D PARRE- B On n i044 foo f 
Gr 9e fn s I EET OR IIR Cy 0E HE FO foy 
fy). 

证 明 ED EITHD.) dD.sTDryP—&Ó.G €E 
(D) efCGOosfi()is 40) EED YS fafo), € & D-—Dj)OD;. 

iX xIG»)sun E. X XD xin, 3f 3 

m = (Vi Vis Va dfe m =V V ues VO 
分 别 是 Di 和 D, P 5 89m He Efe n 染色 . 令 
V;-—i(z€Vi;f1V';), IKin, Kja. 
由 于 Vi fe V'; 分 别 是 Di 和 D; SIE RE AVAD 的 独立 业 . 于 是 
r= (Vj: IKS n? 
是 口中 点 的 mn 染色 . RPT >n. 所 以 ,或 者 D m. AE h) 
>n. 

# XO) m. 46.1.2 4« D, 中 存在 长 度 宇 XY(DD) 一 1 之 m 的 有 向 路 
P.4- P PEA m HRAC otiosa). 由 有 的 定义 有 fino f Gio 
xfGa). . 

PAD) >na MARTE D, 中 存在 长 为 于 的 有 向 路 (加 为， 加) 8 D. 
的 定义 有 fO fGD0 T fn). LI 
例 6. 1. 4(P, Erdós &. G. Szekeres, 1935) 任意 mnt ARARAS, 
的 序列 中 ,或 者 包含 一 个 有 加 项 的 增 子 序列 ,或 者 包含 一 个 有 ?项 的 减 子 序 
列 . 
证 明 {asart samt) X mn 1 个 不 同 整数 构成 的 序列 ， 作 简单 有 向 
图 D—(OV,E), XP V— a sarsam) lana EED Sa; a; D X mu 
1 3E IS. EL X CD) Smit. 令 了 EYID) 使 得 fla) a; (71,2, nm 
D. HA6. 1 3 知 该 命题 成 立 . 吕 
习 H 
6.1.1 证 明 :着 G 无 环 图 , 则 
(ODLO —16e26 Ré A; 
(0x02 —26G 是 非 空 2 部 分 图 ; 
(OLGO ZIG & 3 Bil. 

6.1.2 证 明 : 若 各 是 简单 图 , 则 


(DG 临界 1 &EiesGocK ; 
(DG 临界 2 (,PRSGTEK  ; 
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OG KF 3 CASC 是 奇 圈 ; 
(d)Grótzsch 图 是 痢 看 4 色 图 ; 
(OG EMAR f& EI GO ET LL 
6.1.3 B GERR DVEH. ER: 
aG 中 任何 顶点 分 离 集 5 的 导出 子 图 GLSj 是 非 完全 图 ; 
(DG 是 2 连通 的 . 
6. 1.4 WEH: 
(DEH k EARE mR 色 子 图 ; 
Cb} 最 小 阶 的 上 色 简 单 图 必 是 临界 色 图 ; 
《c) 对 任何 图 G AOS tH maxi H, HG, 
(d) 对 任何 图 G AOSI ,其 中 OO dem GG 中 路 的 最 大 长 度 . 
6, 1.5 证 明 : 
(a) 对 任何 图 G 均 有 和 v/a| SXXGD v rF1—2a; 
{b) 若 所 是 简单 图 , 则 OZ / G7 一 28). 
6.1.6 证 明 : 若 如 的 任意 两 条 奇 图 都 有 公共 点 , 则 X(G) 委 5. 
6.1.7 证 明 Brooks 定理 (6.2) 等 价 于 下 述 命 题 : 若 G Rel P C4) E EE ELE MESE AERE , 则 
263vR 一] 十 1 
6.1.8 (ER X Brooks TH: € G dÉA(CGO 一 2 并 且 不 含 奇 
E Kan S^ BUB BIO SACO. 
WIE mn.&€ N,2xibson y E BH : TETE ES G [E A-— m. XG =k. 
6.1.9 WEH:G rp AR & & RTI OSG AERE TSLER D (818 D 中 有 向 路 的 最 大 长 度 所 一 1. 


6.2 xd H3 色 
无 环 非 空 图 G Pd k 染色 (edge &-colouring)o 是 指 & 种 颜色 1,2, e XT 


ECG) 中 元 素 的 一 种 分 配 ,使 得 相 邻 两 条 边 所 染 颜 色 不 同 . 换 句 话说 ,G 中 边 的 
染色 是 映射 


图 连通 分 支 或 者 A(G) 汪 3 并 


a! EC(G)—{1,2,.,k)} 
[EDI BR iG—1,2,- 8,0 (是 匹配 或 者 空 集 . 若 令 
E;—a ! (D) — (eC ECG): ole)=i), i-1,2, 7h. 
则 记 
o= (Es Es EL. 

图 6.5 给 出 了 C 中 边 的 3 染色 和 Petersen 图 中 边 的 4 染色 , 边 旁 的 数字 表 
示 该 边 所 染 的 颜色 . 

若 G 中 边 存在 一 种 染色， MEG Hk 色 可 染 (edge 大 colourable)， 

显然 ,每 个 无 环 非 空 图 的 边 必 上 色 可 染 , 并 且 若 C 中 边 上 色 可 染 , 则 对 每 个 / 
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Ck) G pii d Gil if. 


Bl 6.5 
由 图 6.5 给 出 的 边 染 色 知 ,Cs 中 边 3 Gun AS. Petersen 图 中 边 4 色 可 染 , 
X (O 2min(k : G Pi k faris) 
foy G 的 边 色 敌人 edge chromatic number), 
由 定义 ,着 X (OO 一 二 则 加 中 边 的 任何 上 染色 o OE LE SS ED PA E; 
都 是 非 空 的 匹配 . 换言之 ,G 的 边 色 数 X'(G) 是 G 中 边 不 交 匹 配 的 最 小 数目 . 所 
以 
X (OAC). (6: 1) 
由 推论 5. 2. 2 和 推论 5.10. 1 知 ,完全 图 上 a, 有 (2n 一 1) 个 边 不 交 的 完备 匹 
配 ,2 部 分 图 日 有 ACH) 个 边 不 交 的 匹配 .所 以 
Y (Ki) —2n—1— AG, 
X GD-—ACGD. 
容易 证 明 ( 习 题 6. 2. 3) ;G 的 点 . 边 色 数 满足 下 列 关 系 ， 
x (G) —-xü.G»n, (6. 2) 
KP LOE G 的 线 图 . 
关于 边 色 数 X(G) 的 下 列 结 果 是 由 Vizing(1964) 和 GuptaC1966)3 sr A Xil 
的 ,一 般 文献 上 都 称 为 Vizing 定理 . 
定理 6. 4(Vizing 定理 ) 设 各 是 无 环 非 空 图 , 则 


A(G) X (GO A(GD HHG), (6. 3) 
其 中 1G) — max iua Ges y)). 
特别 ,车 GG 是 非 空 简单 图 , 则 
A(O XO EACG) +1. (6. 4) 


WEBB 我们 员 证 明 (6. ODA. 3) 式 的 证 明和 参见 Xu(1999)》， 由 (6. 1) 式 ， 
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只 需 证 明 (6. 4) 式 右 端 不 等 式 . 用 反 证 法 . 
设 存 在 简单 图 G 使 得 
X GOSA +i. 
考虑 G 的 支撑 子 图 G 使 得 
x (GD 一 上 一 WCG )， 
且 存 在 «€ ECG) 使 得 
X (G—&,)-7&k—1. 
于 是 
k—X'(G')-- AG O -UPAQG)- H. (6. 5) 

H e = ry F oT GO E En IE G—e mii Due. 对 任何 
u€ V(GD,FRl C, GOSGRÍEREE, o Fu ABIBEUTIER OL IRE 3E C G0 (1,2, 5, 
人 一 1) Co， 即 在 二 处 不 出 现 的 颜色 集 ， 由 于 

io GOSCAQGO) k —1, 
所 以 CDAD,  NXVu€V(G. 

HC g € COD. i € C, Go, 则 将 eser, p [818 G Pih OS D 
染色 . AFEFE O= 于 是 ,BEC,(x), 并 且 存 在 边 e1 C Ec COMER ole) 
=f. 令 €i 5EY? 3t 

FG, = {eo ,el}. 

HF dely KAORE RECO EREC, MK e 
IB p. a AR S ETHER G PADRE. ATAT GS F 
EREC), JERAETEXI e € Ec GO fi18 c(e0 BÀ. 令 ary, 并 今 

F,(, m essei es). 

一 般 地 , $ Filnsg) = {ee ef) E SG, 

其 中 amipL3RH 
ETY i—0,1,2**,2, 
aled EC: 6940, 11,2, 
yi y; Ocio jun. 

(参见 图 6. 6, HP gale EC (Cy) B € C G0). 

重新 染色 F,(n,o) 是 指 这 样 一 个 过 程 :将 边 e. 上 的 颜色 抹 去 , 改 业 颜 色 6 
(Ge (71,2, CI ILE 6. 6). 重新 染色 POL 0:183 G— e, 中 边 的 一 个 (一 
DË. 

于 是 ,对 于 任何 使 得 六 5G 一 四) 一 上 一 1 Bf e € EC $8 G—e«, Hih hye CH 
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-DHE o, FL Oi oo E P ili 2 RE: 


(GC GO(1C,G) 2 9f, (0.1.2, n. 

EPRE io LOsCiosn 4818 C', GO (10, )2 2. tae CLGO C, 
Cy, ,重新 染色 Fs 0 ,并 且 将 边 e, 染 上 颜色 ow。 这 样 得 到 G 中 边 的 一 个 (4 一 
DRE, FAT X (O=. 

GDC' GO) C Gp — 9, Kin, 

若 不 然 ,存在 i 和 j ,i<j ERC ODN ODED. RR BEC IO) C, 
Cy MEI i 和 J 一 门 尽 可 能 地 小 ， 于 是 ,对 任何 0&1 关 i 寺 j 一 1),8EC,(y1). E 
aEC ir). HG ex BC C, (Cz) a EC Cy) , Oscbscn. 

4 H-—GLE, UE]. Jl du — du Cy) —du(y2 1. 4 H'E H FA r i) 
连通 分 支 , 则 由 引 理 5. 8 40 H 是 一 条 起 点 在 x 的 (Es,E,) 交 错 路 . 因此 ,y; Ay; 
至 少 有 一 个 不 在 H 中. 不妨 设 yi PER P. HA Hp y; 的 连通 分 支 于 "中 
边 上 的 颜色 a 和 8, 便 得 到 G 一 中 边 的 另 一 个 人 一 1 染色， 

重新 染色 FLUG) ,并 将 e 染 成 a, 便 得 到 GG 中 边 的 一 个 (一 了 染色 ,矛盾 
Tx(G—t. 

选取 e, € ECGYfI G— e, HHM- DRE 5 VAR E, On 024818. n 尽 可 能 
AX. 

考虑 yn 由 于 dely S A(QGO hk —1. 所 以 存在 
a€C, GO. BOA n BS ECKE o € C, COJE EAE de 
He EF, Cno (B4 oled Sa (Gsisn—lD. BF. 
《Po 的 选取 知 a€ C Cy D. FE, € C nN 
C',CuO. 这 矛盾 于 (说 ， 所 以 (6, 4) 式 得 证 . 口 

《6. 3) 式 给 出 的 上 界 可 以 达到 . 例如 图 6. 7 所 示 
HE G, A(O =2u B. X (G)—e— Sp. 

《6. 4? 式 提出 了 一 个 所 谓 分 类 问题 . fi x G= 
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ACG) 的 简单 图 G 称 为 第 一 类 图 ;使 xX (G) 二 A(G) 十 1 的 简单 图 G 称 为 第 二 类 
图 

2 部 分 图 和 Kw 都 是 第 一 类 图 而 C» 1 和 Kzn+1 都 是 第 二 类 图 . 

一 般 说 来 ,什么 样 的 简单 图 属于 第 一 类 图 ,什么 样 的 简单 图 属于 第 二 类 图 的 
问题 目前 尚未 解决 ， 第 二 类 图 好 像 是 相当 地 少 . 例如 :在 v 丢 6 的 143 个 连通 简 
FARA 8 个 图 属于 第 二 类 图 (如 图 6. 8 PERO. 


ROAA 
ALOR 


W 6.8 
Erds 和 WilsonC1977) 已 证 明 几 乎 所 有 非 空 简 单 图 都 是 第 一 类 图 , 即 


lm E =], 
eal CuM UCE) 
其 中 Ci(y) 表 示 v 阶 第 i 类 图 的 集合 . 

对 于 任何 A 之 2, 存 在 最 大 度 为 A 的 第 一 类 平面 图 例如, 星 Kin YKn) 
—A-A(K,. H ^—2,3.4,5 BE TEYERCK BEA A 的 第 二 类 平面 图 ， 例如,X 
(Ks) 二 3 二 ACKs) 十 1. 另外 三 种 图 如 图 6. 9 所 示 . 张 利 民 (2000) 证 明了 ;不 存 
在 最 大 度 为 ? 的 第 二 类 平面 图 . 目前 还 不 知道 是 否 存 在 最 大 度 为 6 的 第 二 类 平 
面 图 ,但 Vizing(1965) 已 证 明 ; 不 存在 最 大 度 之 8 的 第 二 类 平面 图 . 


AAA 


图 6.9 第 二 类 平面 图 
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6.2.1 


6.2.2 


6. 2. 3 
6. 2.4 


6. 2,5 


6, 2. 6 


6.2.7 


6. 2. 8 


6.2.9 


3 H 
证 明 ， 
(a)2 部 分 简单 图 和 Kz 是 第 一 类 图 ; 
(b) Coa Ei Kznt1 是 第 二 类 图 j 
(c) Petersen 图 是 第 二 类 图 ; 
(d)3 正则 Hamilton 图 是 第 一 类 图 . 
证 明 ， 
(a) 若 GG 是 简单 图 且 e>>A a (OG), 则 GG 是 第 二 类 图 ， 
(OE GENPA >a 医 上 , 则 G 是 第 二 类 图 ; 
(L. W. Beineke & R. J. Wilson,1973) 
(c) 图 6. 8 和 6.9 所 示 的 图 是 第 二 类 图 ; 
td) 奇 阶 非 空 正则 简单 图 是 第 二 类 图 ; 


(e) 含 割 点 的 正则 简单 图 是 第 二 类 图 . 
(V. G. Vizing, 1965) 


UE X (GO —XXOXGD, 其 中 GG 是非 空 的 , 

WEB]. UE K, (&) 是 完全 上 部 分 图 ， 则 当 nb 为 偶数 时 , 它 是 第 一 类 图 ; 当 nk 为 奇数 时 ， 
它 是 第 二 类 图 . (R Laskar & W. Hare,1971) 
VES] A G JEESRIB JU X (OO 3 ACD. (C. E. Shannon, 1949) 


利用 Brooks 定理 (6. 2} 和 习题 6. 2. 3 证 明 : 若 局 是 简单 图 且 AGOZ, M X (G2 

(G)—2. 

G 称 为 边 惟一 t RIS Cuniquely edge &-colourable) ,如 果 避 中 边 的 任何 两 个 不 同 的 

3d s — (E LESSER o TG SE 7 E DA E E; 1—1,2, 7,8. 征明， 

XiE— 3 f&up3 3 正则 图 必 是 Hamiltion 图 . 

设 避 是 简单 图 . WEBB. 

《2a)GX Kz 蚌 第 一 类 图 ， 

WF 互 是 第 一 类 非 空 图 , 则 GX 互 是 第 一 类 图 . 

G B & 全 染色 (total eolouring)r 是 指 种 颜色 1,2, .& XE V(OUEGS Boc 

的 一 种 分 配 ,使 得 相 邻 或 相关 联 两 元 素 所 染 颜 色 不 同 . 车 G 存在 全 染色 zr, 则 称 G 

Hk EETA GC total colourabel), X (6) —min(&:G 为 二 全 色 可 染 } 称 为 G 的 全 色 笃 

(total chromatic mumber)， 下 列 是 著名 的 全 染色 狂想 (M. Behzad, 1965) ; 
XGOSAUDT2, V 简单 图 G. 

a) 证明;:X (COZREAQO H1, V 简单 图 G. 

CO HEB] L7 C30 —:5. 

Cc)3K Petersen 图 的 全 色 数 ， 
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6.3 HW A2 色 * 


平 图 G 中 面 的 上 染色 (face £-colouring) o 是 指点 种 颜色 1,2, , B XL FOOD 
中 元 素 的 一 种 分 配 , 使 得 有 公共 边 的 两 个 面 颜色 不 同 ， 换 句 话说 ,G 中 面 的 & 染 
E o 是 正身 

p: FG)—{1,2,.%,k} 
ERER LRL jS, yg (Oxo GUEAX. $ 
Fi=¢ !(D0—(0f€F(GD: ot —i)i—1.2, kh, 
则 记 gp™= (FF, , Fa). 
若 平 图 G 中 面 存在 一 种 & 染色 , 则 称 G 中 面色 可 染 (face &-colourable). 
X (G)—min(k; G 中 面色 可 染 } 

称 为 G 的 面色 数 (face chromatic number) . 例如 ,XY (天 ) 一 4 由 定义 立即 可 知 ， 
对 任何 平 图 GG 有 

X (G-—x(G" ). (6. 6) 

由 定理 6. 3 和 (6. 6) 式 知 ,对 任何 平 图 GHA x (0 x5. THE BUE 
问题 是 ,对 每 个 平 图 GERA X^ (xa? 

四 色 猪 想 2 ”对 任何 平 图 G 均 有 Xx* (GA. 

注意 到 X”(K,) 一 4, 若 四 色 猜 想 2 成 立 , 则 其 上 界 是 最 好 的 ， 

在 冲击 四 色 猜 想 的 过 程 中 ,人 们 发 现 了 许多 与 四 色 猜 想 等 价 的 命题 . 下 面 
介绍 在 图 论 中 与 四 色 猿 想 有 关 的 开 个 命题 (其 中 (ii) 属 于 Tait(1880))， 由 此 可 
以 看 出 点 . 边 和 面 染 色 之 间 的 密切 关系 . 

定理 6.5 下 述 三 命题 等 价 ， 

(每 个 平面 图 中 点 4 色 可 染 ( 四 色 猜 想 D; 

(ii 每 个 平 图 中 面 4 色 可 染 ( 四 色 和 猜想 2); 

(iii) 每 个 简单 2 边 连通 3 正则 平面 图 中 边 3 ETH. 

证 明 ” 按 [二 (让 二 (tii) 过 (让 的 顺序 来 证 明 . 

(D-GD ”由 于 平 图 的 几何 对 侦 图 仍然 是 平 图 ,所 以 由 (6. 6) 式 就 得 此 结 
论 . 

GD-(GiD 设 ( 让 成 立 并 设 避 是 简单 2 边 连通 3 正则 平面 图 ,各 是 G 的 平 
面 表示 . 由 假设 台中 面 有 4 染色 p， 由 于 用 什么 符号 来 表达 颜色 是 无 关 紧 要 的 ， 
所 以 我 们 可 以 用 整数 模 2 域 中 的 向 量 e — (0,00, — (0,00, 0 7 (0,1) c5 
CODEER o 所 用 的 4 种 颜色 .我 们 按 下 列 原则 确定 G 的 边 染色 a: 

eSa tof Ne= le), 
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Hp ec ED. f, ge FO B eC Pc. oc. 例如 , 见 图 6. 10(a). 与 顶点 
4 关联 的 3 个 面 在 gp 下 被 染 以 颜色 ci;,cj ,和 c, 则 与 4 关联 的 3 条 边 在 下 被 染 
以 颜色 ci 十 局 TR fll c, d- c; Tf BL3X 3 种 颜色 是 不 同 的 ， 由 于 GË 2 边 连 通 
的 ,所 以 每 条 边 e 必 是 某 两 个 面 的 公共 边 , 即 马 的 每 条 边 都 在 c 下 被 染色 ,而 且 o 


(a) {b} 
图 6.10 
中 只 用 到 颜色 ci ,cz ,cs， BE EG 中 边 的 3 染色 ， 

GDO 假设 (i 成立, 而 (i 不成立 ， 则 存在 临界 5 色 平 面 图 G. GG 
EG 的 平面 表示 , 则 (习题 3. 1. 3) 存 在 一 个 三 角 剖 分 图 H (618 G R H 的 支撑 
子 图 ,而 且 ( 习 题 4. 3. 8) H. 的 几何 对 偶 图 HL" 是 2 边 连通 3 正则 简单 平 图 . 根据 
GDH” 中 边 有 3 染色 o= (E, E; E). 对 于 iE, Hi =H EEUE] 由 于 
H' 中 每 个 顶点 既 与 E; 中 边关 联 又 与 E; PURK, Hi 不 含 奇 度 点 ( 见 图 6. 10 
《b))》, 因 而 (习题 6. 3. DH; 中 面 是 2 色 可 染 的 . 令 

p: FOHS-(e8 和 g: 了 GE) 一 (7 全 
分 别 是 Hz, 五 8 中 面 的 2 染色. EFH"). BT fe FIIO FIGIT, ,所 
UE qi 和 qx 下 ,了 被 染 有 两 种 颜色 x Ay Aay ,其 中 =a 或 B,y 一 7 或 
à. FEH 9C — G3) xE X1 
g: FCH* (2,0 G0 (9.00 (9,02) 

是 瑟 * 中 面 的 4 染色 . 由 于 百 " 一 HU， 而且 互 的 相 邻 两 个 面 得 到 的 颜色 
XE y Gs y RED EU o J& H 中 面 的 4 染色 . ECT G EH 的 支撑 子 
图 ,所 以 我 们 能 得 到 下 列 了 矛盾 : 

5—X(G) 2 KKKH = (H' A. C 


j H 
6.3.1 证 明 (6. OR. 


6.3.2 设 吃 是 平 图 . 证 明 :G TALEX (OSG 中 不 含 奇 度 点 ， 
6.3.3 设 G 蚌 三 角 剖 分 图 : uEHH OSG TOR AREE ex. 


228 图 论 及 其 应 用 


6.3.4 证 明 : 若 G 是 Hamilton 平 图 , 则 x^ (Go «c4. 

6.3.5 ”证明 : 对 任意 平 图 G 有 XX (OSORA 2 边 连 通 3 正 划 简单 平面 A DS 
4. 

6.3.6 利用 习题 4. 3. 16 和 定理 6. 5 证 明 四 色 猜 想 等 价 于 Tait 猜想 ,每 个 简单 3 正则 3 连通 
平面 图 @G 均 有 X (6) 3. 

6.3.7 平面 上 任 作 = 条 直线 ,把 平面 划分 成 若干 区 域 , 证 明 :只 需 两 种 颜色 即 可 把 全 部 区 域 
染色 使 有 公共 边界 线 的 两 区 域 异 色 . 

6.3.8 设 G 是 3 正则 平 图 . 证 明 ;X OSIA FE FO) Mrd; C f)e0(mnod 2)， 

6.3.9 证 明 : 若 每 个 3 正则 平 图 的 面 都 4 Gun LUE V Co A EU s 


6.4 WEHE 


四 色 猜 想 是 英国 青年 学 生 Francis Guthrie 在 1852 年 提出 来 的 ， 当 他 在 给 
ZEAREN 4 种 颜色 是 必要 的 . 于 是 向 他 的 哥哥 Frederick Guthrie 提 
出 如 下 猜想 ， 

任何 地 图 上 的 国家 只 客 用 4 种 颜色 来 染 , 使 得 任何 具有 共同 边界 的 两 个 国 
家 颜色 都 不 相同 . 

Frederick 证 明 不 了 , 转 而 请 教 他 的 老师 一 一 当时 伦敦 大 学 教授 、 数 学 家 A. 
De Morgan. 这 位 教授 也 无 法 证 明 , 就 写 信 给 爱尔兰 数学 家 W. R. Hamilton. 
Hamilton 同样 无 法 证 明 . 起 初 ,这 个 问题 没有 引起 数学 家 们 的 注意 ,认为 这 是 
一 个 不 证 即 明 的 事实 . 但 经 过 一 些 尝 试 之 后 ,发 现 并 不 是 那么 回 事 . 1878 年 , 伦 
襄 数 学 会 负责 人 A. Cayley 向 伦敦 数学 会 成 员 正 式 宣布 了 这 一 问题 ， 于 是 形成 
了 当今 著名 的 四 色 猜 想 . 

1879 年 ,Kempe 作出 这 个 猜想 的 第 一 个 “证 明 ” 尽管 后 人 指出 他 证 明 中 的 
漏洞 ,但 他 在 证 明 中 提出 的 思想 仍 是 后 人 冲击 四 色 猜 想 的 基础 . 为 介绍 他 的 证 
明 思 想 , 先 引进 若干 定义 . 

每 个 有 界面 的 度 都 为 3 的 平 图 称 为 构 形 (configuration). 如 图 6. 11 中 所 示 
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任何 三 角 痢 分 图 至 少 会 9 RE. IER 乡 是 不 可 免 完 备 集 (unavoidable 
complete set)， 由 于 任何 简单 平 图 的 最 小 度 不 超过 5, 所 以 F= (O0. PQR) É— 
个 不 可 免 完备 集 . 

车 四 色 猜 想 不 成 立 , 则 由 (6. 6) 式 , 必 存 在 一 些 5 色 平 图 ,其 中 阶 数 最 小 的 称 
为 最 小 图 (minimal graph) . BD G 是 最 小 图 , 则 X(G) 一 5, 但 对 任何 阶 数 小 于 从 G) 
的 平 图 互 均 有 YX( 互 ) 委 4 Kempe 企图 通过 “证 明 ” 最 小 图 不 存在 来 证 明 四 色 
猜想 ， 

若 不 然 , 设 G 蚌 最 小 图 , 易 证 G 是 三 角 训 分 图 (习题 6. 4. 2). 因此 ,G UA F 
二 {O,P,Q,R} 中 的 构 形 . Xi G AIEO EP. WCG WDS 令 x 二 (VosV,， 
Vy V Æ Gu 的 点 4 染色 , 则 对 于 染色 x,Ne(w) 至 多 只 和 需 三 种 颜色 ,因此 可 空 
出 一 种 颜色 来 染 点 u 于 是 x 也 是 G 的 点 4 染色 ,矛盾 于 XGO) 一 5. 所 以 G 不合 
构 形 OMP, 

EG gH Q Hi Neu) = (i s Uz r tiz » U4 } 一 (Yi Vy V Æ G—u 
中 点 的 4 染色 ,并 不 妨 设 Ul € V, i cV,, Wa CV,.u cCV,. p H s Ua 在 Gi 一 
GEV, UV, TRI uz su TE Gry =GEV, UV,] 中 不 同时 都 是 连通 的 (和 否则 Goe P a 
路 和 Gy 中 的 W213 路 会 相交 ( 见 图 6. 12 所 
m. 不 妨 设 ww M u E Gr PREE. 于 是 
交换 GaP A ua 连通 分 支 中 点 的 颜色 ,w 被 
染 上 颜色 | 的 颜色 不 变 . ZH Bi 
b ÆR u, BD OSL FATF x02 —5.. 所 
以 G 不 会 构 形 Q. 

Kempe 采用 同样 的 方法 “证 明 ” 了 G 也 不 
THER. 于 是 三 角 痢 分 图 CG 不 售 Z—IO.P, 
Q,R} 中 任何 一 个 构 形 ,矛盾 于 了 是 不 可 免 完 
备 集 , 从 而 证 明了 最 小 图 不 存在 , 即 四 色 猜 想 
“得 证 ” 

1890 4E, P. J. Heawood 举 出 了 一 个 反例 (如 图 6. 13 所 示 ) ,说 明 Kempe 利 
用 上 述 方法 来 证 明 G 不 含 构 形 民 并非 总 是 对 的 ， 例如, 设 NoGO — Ga su 
4 s U5 ) „a= (Va V. V, V OÆ G—u 的 一 种 点 4 染色 , 见 图 6. 13 点 上 的 字母 ,其 
H bsr, ysg 表示 四 种 不 同 颜色 ，wz 和 在 Gs 中 是 连通 的 ,us 和 ws 在 心 ,, 中 也 
是 连通 的 . 因此 无 论 是 交换 Gi 中 的 颜色 ,还 是 交换 Go, 中 的 颜色 ,都 不 能 空 出 
一 种 颜色 来 给 uw 和 uu 在 Gs 中 不 连通 ,因此 可 以 考虑 交换 Gs 会 如 分 支 中 
的 颜色 {图 中 括号 中 的 颜色 ), 但 x(ws) 二 7; 因 而 不 能 空 出 颜色 来 染 点 & 又 因为 
us 和 us 在 G, 中 不 连通 ， 所 以 考虑 交换 G R us 分 支 中 点 的 颜色 . TEn 被 


图 6.12 
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染 上 y 颜色 > 虽 被 空 出 来 ,但 此 时 相 邻 两 顶点 6 和 7 都 被 换 成 颜色 ~ 由 此 说 
明 Kempe 的 证 明 包含 了 一 个 潮 润 ， 


7 只 g(r) 


图 6.13  Heawood 图 

起 初 人 们 对 Kempe 证 明 中 的 漏洞 的 严重 性 认识 不 足 . 但 多 少年 过 去 了 ,人 
们 还 没有 找到 一 个 满意 的 办 法 来 弥补 这 个 漏洞 , 才 认 识 到 中 色 猜 想 比 原来 象 想 
的 要 困难 得 多 .从 此 以 后 ,许多 数学 家 都 企图 证 明 这 个 猜想 .Kempe 的 证 明 虽 
然 失败 了 ,但 他 在 证 明 中 提供 的 思想 和 方法 仍然 是 后 来 许多 数学 察 冲击 四 色 猜 
想 的 基础 . 

设 下 是 一 个 构 形 ,车 它 不 舍 在 任何 一 个 最 小 图 中 , 则 称 下 为 可 约 的 (reduci- 
ble) . Kempe 实际 上 证 明了 构 形 O, P. Q 是 可 约 芍 ,但 他 没有 证 明 尺 也 是 可 约 
的 . 然而 ,他 的 这 种 思想 提示 人 们 ; 欲 证 四 色 猜 想 , 只 和 需 寻 找 一 个 由 可 约 构 形 组 
成 的 不 可 免 完 备 集 . 既然 人 们 不 能 证 明 R 是 可 约 的 ,那么 是 否 还 有 另外 的 不 可 
HERR? 1904 年 ,P. Wernicke 找 出 了 一 个 新 的 不 可 免 完 备 集 ,如 图 6. 14 
所 示 . 1913 年 ,G. D. Birkhoff 找 出 不 可 免 完 备 集 ,如 图 6. 15 所 示 . BARRE. 
他 们 都 不 可 能 证 明 这 两 个 不 可 免 完 备 集中 最 后 两 个 构 形 是 可 约 的 ,于 是 人 人们 转 
向 寻找 新 的 可 约 构 形 ,1913 Æ, Birkhoff 首先 发 现 了 一 个 新 的 可 约 构 形 . 如 图 
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6. 16 所 示 . 


图 6.15 

从 那 以 后 ,人 们 陆续 发 现 了 数 千 个 可 约 构 形 . 突破 
性 地 研究 还 是 在 本 世纪 60 ERLE. H. Heesch 企图 
用 电子 计算 机 在 已 发 现 的 可 约 构 形 中 找 出 新 的 不 可 免 
完备 集 , 并 提出 判断 给 定 构 形 集 是 否 为 不 可 免 完 备 集 
的 算法 . 1961 Æ., Y. Shimamoto 曾 声 称 借助 于 计算 机 
找 出 了 一 个 全 由 可 约 构 形 组 成 的 不 可 免 完 备 集 . 但 是 
Whitney 和 Tutte(1972) 发 现 了 Shimamoto 误 算 了 一 图 6 16 
个 构 形 的 可 约 性 . 同时 ,他 们 提出 了 构 形 前 约 性 分 类 理 
论 . 直到 1976 年 ,Appel 和 Haken 与 Koch 合作 改进 了 Heesch 的 算法 ,并 研究 
了 可 药 构 形 的 范围 ,利用 电子 计算 机 花 了 1260 个 机 时 找到 了 一 个 由 1936 个 (后 
来 减少 到 1400 个 ) 可 约 构 形 组 成 的 不 可 免 完备 集 , 从 而 宣布 证 明了 四 色 和 猜想 . 
1997 Æ „Robertson 等 人 用 同样 的 方法 给 出 四 色 猜 想 的 证 明 , 它 们 找到 一 个 由 
633 个 可 约 构 形 组 成 的 不 可 免 完 备 集 . 

要 想 一 一 检查 1400( 或 633) 个 构 形 是 可 约 的 并 非 易 事 ， 所 以 计算 机 证 明 不 
易 被 人 们 所 接受 ,其 至 还 有 人 怀疑 其 正确 性 ， 因此 寻找 四 色 猜 想 的 非 机 器 证 明 
仍然 是 必要 的 . 

值得 一 提 的 是 ,在 冲击 四 色 猜 想 的 尝试 中 ,P, G. Tait(1880) 曾 断言 ,每 个 3 
正则 3 连通 平面 图 都 是 Hamilton 图 . "于 是 他 在 这 个 假设 下 给 出 了 四 色 猜 想 的 
“证 明 ”( 参 见习 古 6. 3.6 和 6. 2. 1(d)). 60 ZEF, W. T. Tutte (1946) 构 造 了 一 
个 3 正则 3 连 道 非 Hamillton 平面 图 (参见 习题 3. 2. 7), 从 而 否定 了 Tait 的 证 
BR. 


232 图 论 及 其 应 用 


jj 题 


6.4.1 证 明 , 天 -10,P,Q,R) 是 不 可 免 完 备 集 - 
6.4.2 证 明 : 最 小 图 若 存在 , 则 必 是 5 连通 的 三 角 前 分 图 . 


应 用 


6.5 SENE IF 


在 某所 学 校 里 ,有 zx 位 教师 1 ,x2、… ,zw 和 ?个 班级 yy Yn 在 明确 
教师 zx; 每 周 需 要 给 班级 y; 上 ps 节 课 之 后 ,要 求 制订 一 张 周 课时 尽 可 能 少 的 总 
课表 ， 这 个 问题 称 为 排 课表 问题 (timetabling problem. 

构 作 2 部 划分 为 {区 ,Y} 的 2 部 分 图 G, 其 中 XS {rr nls Y= {yl 
Ih XT; 与 yi 之 间 连 有 ps 条 边 . 由 于 在 任何 一 节 课 里 ,一 位 教师 最 多 只 能 
教 一 个 班级 ,并 且 每 个 班级 也 最 多 只 能 由 一 位 教师 讲课 ， 所 以 ,同一 个 课时 的 课 
TZ HEROS PH G 中 的 一 个 匹配 。 反 之 ,G 中 每 个 匹配 对 应 于 同一 课时 里 教师 
们 讲课 的 一 种 可 能 安排 ,因此 , 排 课表 问题 就 是 把 E(G) 划 分 成 匹配 ,而 且 使 得 
还 配 的 数目 尽 可 能 地 小 ,这 个 最 小 数目 就 是 X《G). 由 于 G 是 2 部 分 图 ,所 以 xX 
(G) 一 A(G)， 因 此 , 若 设 有 教师 多 于 p 节 课 以 及 没有 班级 上 多 于 p 节 的 课 , 则 教 
学 要 求 可 用 一 张 p 节 课 时 的 课表 安排 出 来 . 并 且 存 在 (见习 题 5, 3. 4 和 推论 5. 
9. 1) 一 个 安排 这 种 课表 的 好 算法 ， 于 是 排 课表 问题 就 完善 的 解决 了 . 

然而 问题 并 不 那么 简单 ,假定 只 有 有 限 个 教室 可 供 利用 .在 这 个 约束 下 , 安 
排 一 张 完善 的 课表 和 需要 多 少 课时 呢 ? 

假设 总 共有 : 节 课 需要 安排 在 一 张 有 户 节 课 时 的 课表 里 . 由 于 这 张 课表 ， 


平均 每 一 课时 要 开 L/p 节 课 ， 所 以 ,在 某 一 课时 至 少 需要 | < | 个 教室 . 下面 的 
定理 指出 ;在 一 张 有 p 节 课 时 的 课表 里 总 能 安排 1 节 课 使 得 在 一 节 课时 内 最 多 
占用 | 六 | 个 教室 


定理 6.6 设 G 是 2 部 分 图 县 p 之 A,; 则 GG 中 存在 个 不 交 匹 配 M),M， 
M, 使 得 
EQ=M UM U UM, 
并 对 每 个 Aias 


Ls J« DMIS|[ 二 | 
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证 明 因 G 是 2 部 分 图 ,所 以 由 推论 5.10,1 知 (OG) 可 以 划分 成 4 个 匹配 

M', M tt" M'a. 由 此 可 知 , 对 任何 p24AG 中 存在 p 个 不 相交 的 匹配 M’: 1 
M, M a M ari UMORE Man 77 —M',— g MERI 

E(G) =M, UM: U-- UM, 

对 应 这 些 基 数 相差 大 于 1 的 任何 两 个 匹配 反复 应 用 习题 5. 3. 2, REA G rf 

满足 定理 要 求 的 匹配 Mi ,Mi ,… ,Mi 来 . g 

$/6.5.1. 设 有 4 个 教师 和 5 AER AEREN P— Co, MATER 

用 的 4 节 课时 的 课表 如 下 所 示 ， 

uu y: ys y» 站 


2 8 4 
zı f2 0140 X» » » 
p." |0 1010 » 
z; 0 1 11 0 » ye 
z 002011 ys 


把 对 应 于 PP 的 2 部 分 图 避 的 边 集 EE(G) 划 分 成 一 些 匹 配 ,可 以 用 图 把 该 课 


表 表 示 出 来 ,如 图 6. 17(a) 所 示 ( 细 边 对 应 课时 1, 虚 边 对 应 课时 2, 被 边 对 应 课时 
3, 粗 边 对 应 课时 4). 


M 


1 
LU 
1 
L] 
1 
1 
L| 
LI 
LI 
b 


A 5 5 Ja Js 
(c) 
6. 17 
从 课表 中 ,我 们 看 到 有 4 个 班级 在 课时 1 EUR. 因而 需要 4 个 教室 ， 然而 由 
于 e 二 11, 所 以 由 定理 6. 6 能 够 安排 一 张 4 课 时 的 课表 ,使 得 在 每 一 节 课 时 有 ? 
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(=| 是 上 或 3(= 「 是]) 个 班级 在 上 课 . 

事实 上 , 设 Mi 表示 细 边 的 那个 匹配 ,而 M, 表示 粗 边 的 那个 匹配 , |M, | 一 
4 IM, 72. H GM; UM], 我 们 能 找到 一 张 4 课时 3 个 教室 的 课表 (图 6. 17 
Cb)). 由 于 G[Mi U Mu], 有 两 个 分 支 ,每 个 分 支 都 是 Mi 增 广 路 ( 见 图 6. 17 
(b)). 将 M, 增 广 路 一 yxiyiz 中 粗 、 细 边 互 换 , 于 是 粗 边 增加 到 三 条 ,而 细 
边 减少 到 3 条 ,得 到 的 匹配 如 图 6. 17(c) 所 示 ,对 应 的 课程 表 如 下 所 示 . 在 这 张 
表 中 , 任 一 课时 内 只 需要 3 个 教室 . 


课时 
X2 M2 1 
X3 Js Mi Y2 
X1 5 Nai 


假设 只 有 两 个 教室 可 供 利用 ,定理 6. 6 告诉 我 们 必须 有 一 张 6 节 课时 的 课 
表 才能 满足 要 求 (由 于 | 11-2). 这 样 的 课表 如 下 所 示 : 


J 题 


6.5.1 为 你 校 教务 处 编排 一 个 课程 表 , 在 周 巢 时 许可 的 范围 内 使 所 涡 要 的 教室 尽 可 能 地 少 . 
6.5.2 在 某所 学 校 里 ,有 ? 位 教师 和 12 个 班级 . 5 天 一 周 的 教学 要 求 由 下 面 的 矩阵 给 出 : 
3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 


w C1 b Co 


P=(ps )= 


c w b C re 
& o) A O w 
€» K N tn c 
>? on e Ino 


ťa n O we c e 

w āna CO d O N &2 
h oe PM o tn 

CO th 4 e D e 

A >o 4 PM C) Qo 

w Vp N Q3 Qn 

e O Q 


0 3 4 3 
其 中 ,总 是 教师 z: 必须 教 班级 yi 的 课时 数 ， 
(a) 一 天 必须 分 成 多 少 课时 才能 满足 要 求 ? 
(b). 排 一 张 每 天 ?7 节 课 时 的 课表 需要 多 少 个 教室 ? 并 给 上 出 课表 . 
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(c) 排 一 张 每 天 8 节 课 时 的 课表 需要 多 少 个 教室 ? 并 给 出 课表 
(d) 排 一 张 每 天 9 节 谍 时 的 课 家 需要 多 少 个 教室 ? 并 给 出 课表 . 


6.6 贮藏 问题 


某 公司 生产 x 种 化 学 制品 C1 ,C2，…,C; ,其 中 某 些 制品 是 互 不 相 容 的 ， 若 它 
们 互相 接触 , 则 会 引起 爆炸 ， 作 为 一 种 预防 措施 ,该 公司 希望 把 仓库 分 成 若 于 隔 
间 , 以 便 把 不 相 容 的 化 学 制品 贮藏 在 不 局 的 隔 间 里 .试问 :这 个 仓库 至 少 应 该 分 
成 几 个 隔 间 ? 这 个 问题 称 为 骤 藏 问题 (storage problem). 
我 们 构 作 简单 无 向 图 G— CV , E) ,其 中 
V(G) 9 (xi xs xu) 
ra EEOAE as C; 8C; 互 不 相 容 ， 
于 是 不 难看 出 ,仓库 的 最 小 隔 间 数 等 于 GE GC X COD. 
可 以 归结 为 色 数 的 实际 问题 很 多 ， 例如; 
电视 频道 分 配 问题 ; 某 地 区 内 有 n ZERIE Ti Tote TS 主管 部 门 
对 每 家 电视 发 射 台 分 配 一 个 频道 ,为 排除 于 扰 , 使 用 同一 频道 的 发 射 台 之 间 相 
距 必须 大 于 指定 的 正 数 d. 试问 ;该 地 区 至 少 需 要 多 少 频道 ? 我 们 构 作 简单 无 向 
图 G=(V,E), 其 中 ，; 
VO)= {TT} 
riTiEE(OOT, 5 T; ZAPAS. 
于 是 需要 的 最 小 频道 数 等 于 xa. 
考试 安排 问题 : 某 学 校 有 n 门 选修 课程 上 Lun Lu 需要 进行 期 未 考试 . 
同一 个 学 生 不 能 在 同一 天 里 参加 两 门 课程 的 考试 .试问 ;该 校 的 期 末 考 试 至 少 
要 几 天 ? 构 作 简单 无 向 图 G—((V,E) ,其 中 
V(G)= {Hh TELMA E] 
l4; € ECGG)OL; ML; 被 同一 位 学 生 选 修 . 
于 是 考试 需要 的 最 小 天 数 等 于 xq. 
遗憾 的 是 ,目前 还 没有 一 个 有 效 算法 来 确定 色 数 . 下 面 介绍 枚 举 法 ， 
由 于 图 G 的 色 数 XC(G) 是 V(G) 所 能 划分 成 独立 集 的 最 小 数目 ,所 以 若 能 求 
出 VC(G) 的 所 有 独立 集 划 分 ,然后 比较 这 些 划分 中 独立 集 的 数目 便 可 求 出 xX(G). 
W r= (V Von e VOEG PARE 染色 . Æ V. 是 GG 的 极 大 独立 集 ,V2 是 
G 一 Vi 的 极 大 独立 集 ,Vs 是 G 一 (Vi UV ) 的 极 大 独立 集 , 依 此 类 推 , 则 称 x 是 规 
范 & 染色 (canonical &-colouring). 容易 证 明 ( 习 题 6. 6.1);G 中 点 f&a oc 
有 规范 染色 .利用 5. 5 节 介 绍 的 求 极 大 独立 集 的 枚 举 法 就 可 以 确定 G 的 所 有 
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规范 & pE. 用 于 这 些 染 色 中 颜色 数 的 最 小 值 即 X(G)， 
例 6.6.1 考察 图 5. 20 所 示 的 图 G， 它 有 一 个 规范 4 染色 
z,—(Clas f) {bsd} {csgt lel) 
和 两 个 规范 3 染色 T3 —((ascsg]: (bsd, f (e) 
与 m= Caseg) {bd, f},{c}). 
FTE XO —3, HP m 和 zs 都 是 G 中 点 的 3 染色 ， 口 
由 于 这 种 枚 举 法 需要 反复 利用 公式 (5. 14)? 来 计算 所 有 极 小 覆盖 ,而 此 公式 
中 仅 乘 法 运算 次 数 就 超过 了 2， 所 以 对 于 高 阶 图 来 说 ,该 算法 是 无 效 的 . 
下 面 介绍 一 个 求 X(G) 的 近似 有 效 算法 一 一 闫 序 染 色 算 法 (sequential col- 


ouring algorithm). 
dg G-—(QO,.E S RB. enmvxj 
1. 4 i-l1. 
2. rcl 
3. E XHERI y€ NiD eiye WMS xlzi) 二 c 并 且 转 人 第 5 步 ， 
4. 用 c 十 1 替代 ,并 转 回 到 第 3 步 . 
9. 车 ESOS RURIFE i 十 1 替代 i 并 转 回 到 第 2 步 ,否则 停止 . 


例 6.6.2 考察 如 图 6.18(a) 所 示 的 图 G( 即 图 5. 20 ARRA. 该 算法 ( 按 
(b) j 1 

2 2 2 
3 
( 


(e) 


2 


E 


6.18 顺序 染色 算法 的 应 用 
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字母 顺序 ) 的 执行 步骤 如 图 6. 18(b) 一 (hb) 所 示 . BE AL X CO 3. BUT AEG 
含 三 角形 bee, 所 以 XCCO Z3. 于 是 
X(0—3, m—(acg)i.(bdifite) 

是 台中 点 的 3 染色 ， 这 与 我 们 在 例 6.6.1 中 用 枚 举 法 求 得 的 结果 是 一 致 的 ， 口 

该 算法 与 顶点 标号 顺序 有 和 密切 关系 (这 就 是 为 什么 叫 顺 序 染 色 算法 的 原 
EBD. 例如 ,考虑 2 部 划分 为 下 ={ris MYS {yy t EI 2 部 分 图 GG 二 
(VE ih V=XUY, ES (xj: iZi} Fl 6. 19(a) 所 示 的 是 当 n= 二 4 时 的 2 
部 分 图 . EE etes yen 顺序 执行 该 算法 , 则 只 需 用 最 小 颜色 数 
H 2—XYGD CER 6. 19Cb»). 若 按 Lr y 1 c2 V2 s" n Ens Yn I FEE DUET HE 


则 需要 n— r 种 颜色 ( 见 图 6. 190). 


图 6.19 
不 难看 到 顺序 染色 算法 是 有 效 算法 (运算 次 数 为 OO) (习题 6. 6. 3). 
设 Ce 是 该 近似 算法 求 出 的 颜色 数目 ,C= XIG). 由 上 述说 明 可 知 , 该 算法 
的 性 能 比 Cu/C 是 任意 弛 大 ， 自 前 还 没有 找到 一 个 有 效 近 似 的 染色 算法 ,其 性 能 
比 为 不 超过 一 个 常数 ， 


习 m 


6. 6.1 证 明 :G 中 点 在 色 可 染 兮 G 有 规范 上 RE. 
6.62 ”利用 顺序 染色 算法 求 习 题 5. 5. 2 中 的 两 个 图 的 色 数 ,并 利用 枚 举 法 来 验证 它们 ， 
6.6.3 EAFA EHEHE J OC7)， 
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小 结 与 参考 文献 


本 章 介 绍 了 图 的 顶点 染色 , 边 染 色 以 及 平 图 的 面 染 色 的 基本 理论 和 应 用 . 
染色 理论 是 图 论 中 较 早 研究 领域 之 一 ,内 容 非 常 丰富 ,结论 十 分 精彩 ,因而 成 为 
图 论 的 重要 研究 内 容 之 一 .“ 四 色 猪 想 ” 是 染色 理论 的 主要 冲击 目标 . 与 许多 科 
学 上 的 难题 一 样 ,解决 四 色 和 猜想 的 意义 不 仅仅 在 于 其 本 身 , 而 是 由 于 企图 攻克 四 
色 猜 想 的 各 种 成 功 和 失败 的 尝试 推动 了 数学 ,更 推动 了 图 论 的 发 展 ,特别 是 染色 
理论 的 研究 和 应 用 . 既然 计算 机 证 明 还 不 能 十 分 令 人 信服 ,寻找 其 非 计 算 机 证 明 
仍 是 数学 家 们 一 项 艰巨 任务 ， 

关于 四 色 问 题 的 历史 ,研究 进展 以 及 各 种 等 价 命题 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 
Ore(1967) , Saaty & Kainen(1977) 和 Fiorini & Wilson (1977) [fj 3E XEM, 
的 连载 综述 文章 (1983-1986) 以 及 Appel $. Haken (1989) 81 Steen (1978) XT 
四 色 猿 想 计算 机 证 明 的 一 篇 通俗 文章 . 

一 般 曲 面 的 染色 理论 也 十 分 精彩 . 最 为 著名 的 当 数 Heawood 染色 定理 ,本 
书 没 有 涉及 它 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 White (1978) 的 著作 . 

图 的 染色 理论 有 丰富 的 实际 应 用 (参见 Jensen & Toft(1995) 的 著作 ). 由 
于 还 未 找到 求 图 色 数 的 有 效 算法 ,其 至 还 未 找到 有 较 好 性 能 比 的 有 效 近 似 算法 ， 
所 以 染色 理论 的 应 用 受到 了 很 大 的 限制 ， 本 章 介 绍 的 枚 举 法 对 高 阶 图 来 讲 是 无 
效 的 ,而 顺序 染色 算法 有 很 差 的 性 能 比 . 
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第 7 章 图 与 B' 


这 一 章 是 为 数学 系 和 相关 专业 的 读者 而 编写 的 . 主要 讨论 图 的 群 表 示 、 群 
的 图 表示 以 及 图 与 群 之 间 密 切 而 又 相互 作用 的 关系 , 旨 在 进一步 揭示 图 论 的 数 
学 本 质 , 阅 读 这 一 章 的 读者 被 假定 知晓 群 论 的 基本 知识 和 论证 方法 . 

群 是 数学 中 伟大 的 统一 概念 之 一 ， 群 的 理论 从 开始 出 现 的 时 候 起 ,就 为 各 
种 构 形 对 称 性 的 研究 握 供 了 一 种 有 趣 而 又 十 分 有 力 的 抽象 方法 ， 所 以 ,对 于 在 
群 与 图 之 间 有 一 种 特别 密切 而 又 相互 作用 的 关系 就 不 足 为 奇 了 .、 

习 知 ,任何 一 个 具有 某 种 关系 或 运算 的 有 限 集 都 联系 着 一 个 保持 这 种 关系 
或 运算 的 置换 群 . 图 作为 一 个 具有 某 种 二 元 关系 的 有 限 集 , 当 然 也 不 例外 。 事 
实 上 ,图 不 仅 具有 置换 群 表示 ,这 种 置换 群 通常 称 为 图 的 自 同 构 群 ， 而 且 通 过 图 
的 群 表示 已 构造 出 以 前 从 未 有 过 的 置换 群 . 例如 ,44352000 阶 单 群 就 是 D. G. 
Higman 和 C. C. Sims 利用 图 的 群 表示 方法 构造 出 来 的 . 

田 一 方面 ,任何 一 个 有 限 群 都 存在 一 个 与 其 同 构 的 置换 群 .十 分 凉 奇 的 发 
现 是 ;任何 一 个 有 限 群 都 可 以 用 一 个 有 向 图 表示 出 来 . 这 种 图 就 是 图 论 和 群 论 
文献 中 经 常 出 现 的 Cayley Æ. 利用 Cayley 图 还 可 以 构造 出 一 个 无 向 图 使 它 的 
自 同 构 群 与 给 定 的 有 限 群 同 构 . 这 个 结论 就 是 图 论 中 著名 的 Frucht 定理 . 

本 章 将 围绕 上 述 两 个 方面 的 问题 介绍 图 与 铬 之 间 的 基本 关系 和 与 之 相关 的 
基本 概念 和 结果 . 

作为 应 用 ,我 们 给 出 可 迁 图 在 高 可 靠 性 通讯 和 计算 机 互连网 络 设计 中 的 一 
个 应 用 . 


7,1 图 的 群 表示 


在 1,2 节 ,我 们 定义 了 图 D=(V(D),E(D) Jj YI H=V(H), ECH) du) 
的 (点 ) 同 构 (isomorphism) , 即 存 在 两 个 双 射 
0; VCD)—>V(H) 和 g: ECD)-ECGH) 
4518 V aC ED), 
do (a) — Ge» ypu Gp(a2) — (OG ,0Cy)) € ECHD. 
为 叙述 方便 起 见 , 我 们 假定 D 为 简单 图 ， 于 是 (习题 1. 2, 2 两 个 简单 图 D 
和 H GEO RH esfETEXUH 0 VCDY)—VCH) [fg 
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G3) EEDS) Ay EEH). 
0 fg D HH ZE fe] 438 5H Cisomorphic mapping). 
类 似 地 ,可 以 定义 两 个 简单 图 的 边 同 构 . ARAA D AH 称 为 边 同 
构 的 (edge-isomorphic) ,如 果 存 在 双 射 g: ECD)->E(H) 使 对 任何 相 令 两 条 边 a. 
bEE(D) ,a 的 终点 是 5 的 起 点 千 gla) 的 终点 是 eU BELA. eo fo D 到 日 的 
ia [5] 15 RE 83 Cedge-isomorphic mapping). 
2|38 7.1. 设 刀 和 互 是 两 个 非 空 简单 有 向 图 , 6 Æ DHH 的 间 构 映射 . 
则 映射 
9°; ECD)—ECH) 
a7 ir y) 0* a= (Rr) ,0€y20) 
x D 34H 的 边 同 构 映 射 . 
证 阴 ”由 于 9: VUDDVCED REXUM | BTUL g": EDEMEN. 设 
a bC ECDOJER a7 Gy) b yz. W 
8* (a) C GO ,&CG)) EE), 
8* (4) — (C) ,& GOD) € ECH). 
BLA 9* J& D 8| H KimS Bn DR H Ea fatty. 口 
9" 称 为 由 #8 导 出 的 边 同 构 ， 作 为 引 理 的 直接 结果 我 们 有 以 下 结论 ， 
定理 7.1 同 构 的 两 个 非 空 简单 有 向 图 (3>>0) 必 是 边 同 构 的 . 
此 定理 的 逆 基 不 成 立 的 ， 即 存在 边 同 构 而 非 点 同 构 的 两 个 有 向 图 . 图 7. 1 
所 示 的 就 是 这 样 的 两 有 向 图 . 
La] 


B 7.1 

定理 7.2. 边 同 构 的 两 个 非 空 连 通 简单 有 向 图 必 是 点 间 构 的 . 

证 明 设 瑟 和 五 都 是 非 空 连通 简单 有 向 图 ,p 是 刀 到 五 AHRR. 
车 存在 a b€ ECDM EIS a— Gre. y) b= Cy 2) , 则 由 于 gto) 的 起 点 和 终点 分 别 是 
gp() 的 终点 和 起 点 , 即 若 pla) = lus) W eC) — Gu ,所 以 不 妨 设 D 中 无 对 称 
3j. 

Hüx.€ VOD). 由 于 也 是 非 空 连通 的 简单 辕 , 所 以 x 不 是 弧 立 点 , 令 

Eb Ca) — {a1 stt saat} 
a, 的 终点 为 zi, i 一 1,…,dT. $ 
l Ep Gro) S {agt iit adt eun Ps 
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aj 的 起 点 为 了 hj， j74 M ee „dt +d A 7.2). #4 


7.2 
gla) =b EECH), i—1,2,,d' td. 
所 以 存在 yo € VCHM bi ba 以 yo HAA M batti ss Data JÉVÀ yo HA 
点 . € boobie WA- AA yt Yat 4. 
i a; = Gr) EED) si} #0 #E ij. 则 eas JEE) s Hola) =b; 
q(;) —b;. plas) = Gy»). E 
D, = Dli tozi sazda} 
H, = H[Uyosyi s yan. 
定义 09; VCDi)--VCH)) 
xi 1 Or) 5 Yis i=0,1, ,dt +d, 
则 8 是 D A Hi 的 同 构 映 射 . 车 D; 一 已 则 8 BB 2g ATK. 

下 设 Di 关 D. AA DERRI, MUFE rE) SVOD mdi 
些 点 相 邻 。 任 取 其 中 一 点 x, 显然 rAr WIRE, x0 € EMD), W gp((x， 
X12 € ECH). 由 于 x: EW Co ,和 边 (Czszi) 的 终点 ,所 以 Mi 应 是 边 p((xo , 
zr0)— 6G y) 8I eGx x0 的 终点 ， 因 而 存在 y € V CCHOAV CH) fil 
eG z0)—CG,y)€EGD. $ 

D; — D[ c tt xat ian 2x1], 

H;—HL[Un 7 yta syl]. 
我 们 将 上 述 同 构 映 射 0:VCDi) 一 Vt 了 Hl) 补充 定义 Go — y, A183] D, 到 H; 的 
一 个 同 构 . 

# Ds 一 DD, 则 结论 成 立 . 若 D 关 DD, 则 反复 进行 上 述 递 归 过 程 ,直到 获得 图 
D, u*447, DH, -rt 一 五 同 构 上 映射 6:V 《Di)->V (CH) 能 被 扩充 到 VV 
(了 ) 一 V( 五 ?的 同 构 映 射 ， 于 是 定理 得 证 . 口 

iE ”我们 称 两 个 简单 无 向 图 G 和 瑟 是 边 同 构 的 ,如 果 存 在 双 射 p: ECCO» 
五 (五 ) 使 得 对 任何 apEECG) 在 G 中 相 邻 和 pla) 和 gc) 在 理 中 也 相 邻 . 按照 这 
个 定义 ,定理 7.2 对 无 向 图 是 不 成 立 的 . 例如 图 7. 3 所 示 的 两 个 无 向 图 是 边 同 
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构 的 ,但 不 是 点 局 构 的 . 


图 7.3 

D 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 (automorphism). 不 难 证 明 ( 习 题 7. 1. 3) ,简单 
A D 的 一 个 自 同 构 2 是 Y(D) 上 的 置换 使 得 

Gr EECD SOT) C )) € EUD). 
在 置换 的 合成 运算 ( 即 对 于 VCD) 上 的 任何 两 个 置 撞 a,8 以 及 rx C VOD HA 
(aff Gr) — aC(BGoO Y FP 3X 86 BH e Fg RE, RS D 的 自 同 构 群 (automorphism 
group) ,或 称 为 卫 的 点 群 (yertex-group) ;或 简称 为 D 的 群 (group); 记 为 Aut 
(D). 

例如 ,Aut(K; 02S, OE. MARRO , Aut C 2C, Or MARR, EF C, 
为 2 阶 有 向 轿 ， 

图 的 自 同 构 群 称 为 图 的 群 表 示 (groupical representation)。 图 的 这 种 表示 能 
使 我 们 方便 地 借助 于 群 论 的 分 析 方 法 进一步 分 析 某 些 特 殊 图 类 (比如 可 迁 图 , 见 
7. 2 节 } 的 性 质 , 

类 似 地 可 以 定义 D 的 边 自 同 构 和 边 自 同 攀 群 (edeg-automorphism group). 

由 引 理 7.1 知 ,D 的 自 同 构 9 可 以 诱导 出 DD 的 一 个 边 自 同 构 8"， PR D f 
点 自 同 袍 群 Aut(CD) 可 以 诱导 出 卫 的 一 个 边 自 同 构 群 , 记 为 Aut* (D). 

定理 7.3 设 刀 是 非 空 简单 有 向 图 , 则 ADA DeD 至 多 含 一 
TALA. 

证 有 明 (一 ) 设 了 ,y 是 DD 的 两 个 孤立 点 . xaE Aut Do Reo — y, RA 
不 动 的 元 素 , e 是 Aut(DD) 的 单位 元 , 则 由 o 和 e DESEE Aut* (DD) 中 元 素 都 是 单 
位 元 e* .因此 ,Aut* (DAAD). FJA. 

(ei g: Aut(D)—>Au* (D) 

a qX(a)—a'. 
下 证 gq 是 群 AutCD) 和 群 Aut* <D) 的 一 个 同 构 映 射 ， ERE XUL o 是 满 射 . 只 需 
证 明 ”是 单 射 日 保 合成 运算 . 

设 a pE Aut(D) ag. 则 存在 xEY(CD) 使 DAK). hF DZZS 
个 孤立 点 ;所 以 aGORI BCz) 其 中 之 一 不 为 孤立 点 .不妨 设 ea(z)? 一 4 不 是 孤立 
点 . 于 是 存在 u EV(D) 使 au t u 相 邻 . IRE Guo EED. 所 以 存在 yE 
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VCD), {Ë aly =u H 
lurt) = (a n a DEED Sir, y) EED). 
令 AD =w Sw s MW nw EED). BT Salrer) Ap r) =w, PEVA Cs 
uy Gru). TES ar, y), W 
a* (a) — (aC aC y) = Gea) 
天 (ray = (QUO, BO = B" (a). 
即 (a 75e. 这 证 明了 p EAN. 余下 的 只 需 证 明 o 是 保 合成 运算 的 . 
f£ a € ECG) a. BE Aut(DD). 令 a 一 (x,y) ;并 邻 
Br)=r Ay; a( 02x ,ay Ey. 
则 qCafi) Ca) = glo Gr. y). = CaBGoO vog Cy») 
= (a(z ely )) = Gy). 
Ga CC Ga) — (GOD GC Cr, 3) 
= {go (A) BG» 
一 (pa) Gr y) = (ax aly 2) 
= (y). 
于 是 ,pkaB) Ka) — lla Ca) | BD. p RARA. [] 


3 HH 


7.1.1. B DAH EEM EHAA. EDAH 的 点 同 构 . 证 明 : 对 任何 SCVC(D) 有 NA 
(S))6(NÀÁCSD. Ng (CS) -&CN5 CS) HEAD = (uE VH) H(z) uz € 
IA 

7.1.2 ERRADA ACED ZEILE RR ER BE] DA H HRE, JU] DE HOSACD fH ACH) 
置换 相似 . 

7.1.8 设 品 是 简单 图 . 证 明 :D 的 自 周 构 映射 集 在 合成 运算 下 构成 群 . 

7.1.4 HE: 
(Ca) AutCK7 YZS; 
(b) Au(C zz. 

7.1.5. I DEE, WH: 
(a) Aut(D Aut(D 2; 
(b) AutC D) Aut( DO; 
( | Aut(D)|] 241 DK; , 

7.1.6 证 明 : 司 构 于 DD 有 是 不 相等 于 DD 的 标号 图 数 月 为 v! /|Ant(D)|. 

7.1.7 证 明 : 车 忆 是 简单 图 且 吕 的 邻接 矩阵 ACD) 的 特征 根 各 异 , 则 Aut(DD) 是 Abel 群 ( 即 
交换 群 ). (C. Y. Chao, 1971) 


第 7 章 图 与 群 245 


7.2 可 # 图 


在 这 一 他, 我 们 将 利用 图 的 群 表示 ,讨论 一 类 在 理论 上 和 应 用 上 都 非常 重要 
的 特殊 简单 图 类 一 一 可 迁 图 ， 

H D ERA. nsn EVD). FFE 9E Au DEO ) =x, IER r 和 
c; JE RATR (RI vertex-similar), i a;— Gri yda: = Cta yD EED). EFE 
pE Aut DME plr) = xz gy) = ys WERK ai 和 a1 是 边 相 似 的 (edge-similar). 
显然 这 两 种 相似 关系 分 别 是 了 CD) 和 ED LARR. A D 的 每 对 顶 
点 都 是 相似 的 , 则 称 DD 为 点 可 迁 的 (Yertex-transitive); 若 DD 的 每 对 边 都 是 相似 
的 , 则 称 D uh er xERS Cedge-transitive). 

易 证 点 可 迁 图 必 是 正则 的 5 习题 7. 2. D. 图 7. 4 所 示 的 图 D 是 点 可 迁 的 .但 
不 是 边 可 迁 的 ;而 图 H 是 边 可 迁 的 ,但 不 是 点 可 迁 的 (习题 7. 2. 3). 


EO Y 


图 7.4 
定理 7.4 iE D EX RDEBRB OK M DERRATE 
分 图 . 
证 明 设 D=VCD),ECD)) 是 边 可 寺 图 自 0D -0,3EI$ ECDO) = (aia 
ara), 取 T =(x,y) EKD). 所 以 [^41 与 D 中 每 条 边 都 相似 ， 于 是 存在 [rA y", 
8, € Aut DHE 


Alr) Ay 2a; EED), i—1,2,*.6. 
^ 
Vi—l8 G)€ VOD; i—1,2,-,6), 
V= lA OD EVD): i—1,2,77,8). 
HT DRAMA. ATA VOD =V UV:. 
情形 1 V AVAZ. M D IER. 
事实 上 , 任 取 uw € VOD. HRE u 5 vo 相似 . 
因为 局 是 简单 图 ,而 且 6D) 7-0, BELL Ej GO ER Cu P. É uw € 
Vi GE V. HF D EPER Pr AET a: E Eb GORE 0; $80; CSu, 
HHEH a; € Eb OTTE 9; 180; C20 —w. TE 0,07! € Anw E 08; G0 8, 
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(DS w, Bl u 5j w 相似 . 3; 4C Vi EL wEV: WT Vin Vez 2. SrEATETE = 
EV NV: BERTHO u Me 相似 ,z 和 ww HW, PTL u Aw 相似. 

情形 2 EV NVZ. M D Æ 28 d. 

AXE uwEVD). EEES, IFE a € ECDMS u Iw ia: 的 
两 端点 , 若 am aow) Mh F D EATE, MARE 0, Eou Ha 
tW, 由 定义 ucVi „wEV, 车 ay — Cus u) :; 则 存在 AE 0, C2 —wE€ Vi * 且 8C) 
—u€V;. 所 以 也是 2 部 分 图 . 口 

推论 7.4. 1(Elayne-Dauber) 没有 孤立 点 的 边 可 迁 元 向 图 或 者 是 点 可 迁 的 
或 者 是 2 部 分 图 . 


推论 7.4.2 4( 之 闻 ) 正 则 边 可 还 侦 阶 无 向 图 必 是 点 可 迁 的 . 


这 两 个 推论 的 证 明 留 给 读者 (习题 7. 2. 1(b)). 
下 面 讨论 可 迁 图 的 连通 性 . 分 片 和 原子 概念 在 可 渤 图 连通 性 研究 中 起 重要 
作用 ， 
Ut D Je ao E ILE F 是 VC(D} 的 非 空 真子 集 . ENS GO GR No Pe 
4r 88 f ME F RD 的 正 ( 或 负 ) 分 片 (positive (resp. negative) fragment? , 记 为 
F GR F5. 正 分 片 和 负 分 片 统称 为 分 片 . 点数 最 小 的 分 片 称 为 原子 (atom). 
原子 为 正 分 片 的 称 为 正 原子 (positive atom) ; 原子 为 负 分 片 的 称 为 负 原子 (mega- 
tive atom)， 易 知 每 个 不 含 支撑 完全 图 的 强 连 通 图 都 存在 原子 ,而 且 每 个 原子 导 
出 子 图 都 是 强 连 通 的 ， 
一 般 说 来 , 正 负 原子 并 不 总 是 存在 的 ， 例如 : 设 n3. 今 VCK; )= {x 5325 
ena, ye VOKZO $ 
D = K; U (Gox2ii -1.2.-.2—2) 
U (Ges yii 2,1. 
则 DEGEBCT Y ,但 无 负 原 子 . 反之 , 互 有 负 原 子 而 无 正 原子 ， 
引 理 7.5(Hamidoune,1977) 38 D JARAM, F MF 533 DIE 
《或 负 ) 原 子 和 正 { 或 负 ) 分 片 . 若 EISEF;L FLCIFL— 2. 
证 明  RÉEHERFES—F.FQ—FI.4CS—NÓGSO, WRS—VODMWCOE, 
UC) 为 DD 的 负 分 片 ,1 二 1,2, 而 且 
(Ft [sc [ F7 [, [Cu [= [C| =D), 
[Rr |[z|Rz |z| Fi |. 
车 一 Ca;: 则 由 于 DLFI ] 为 了 一 Ci 强 连通 分 支 ,而 DLFi j] 是 D—C 中 若 
干 连通 分 支 (不 一 定 是 强 连通 分 支 ) 之 并 , 且 FEF A FIF =g. RG 
OC ,并 设 Fi ÜO0Fz Y). 我们 将 导出 矛盾 . 
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由 于 ( 见 图 7.50 NS CF OFO Æ D KHIR EIFE OFT || FT r 
WINS Gt NFI | >D). 


Ft C RI 
FE | - nk 
C 
GNR: 
Ry |nos | n | 


B 7.5 
d Ri 门 Rz 7 I Np CR; OR ) 是 DD 的 分 离 集 ,因此 
«Os | Ns (R NR? | 
KIGH INE CE n FZ)2|«xG». 
FA. WMA Ri 0R =g. FERE 
IF? NC |x Do |G NF UG NC) | 
=|G /Rs I. 
[Rz | — CFFE NARDU NR )| 
«IF NR + NC < I. 


这 矛盾 于 Fi 是 DD 的 原子 . 口 
推论 7.5 车 强 连通 图 含有 正 ( 或 负 ) 原 子 , 则 任何 两 个 正 { 或 ) 原 子 是 不 相 
交 的 . | 口 


定理 7.5 若 忆 是 强 连 通 边 可 迁 图 , 则 (D =D). 

证 明 设 AD)<<54D), 并 设 下 是 DD 的 原子 . 不 妨 设 FEF. FEIF |> 
2H DLF'] 是 强 连通 的 . 所 以 存在 x,yEFt 和 xzE NÉ CF MfG: EECD) 且 
(DEED). 因为 万 是 边 可 迁 的 ,所 以 存在 zcEAnut(D) 使 (0y) 一 工 且 cr) 一 
£O 

s(F* ) -luC€ VOD : cw) —uywC€ F*), 
则 oCF* ) 也 是 呈 的 正 原子 (习题 7.2. 3). 由 于 z€o(F'OBEzEF BrblsCF* )7 
F*. 5—J iii.x€o( O0» F*. MARMER 7.5 NI oCE'O-F*. 矛盾 . 因而 有 
KkCD)Z28C€DO.. 再 由 定理 4, 4, 有 (0D) —8C(D). Li 
定理 7. 6CHarnidoune,1981)  i& D zE3RXEBRU FR RTXERB LU] ACDO —8€D). 

证 明 因为 只 是 点 可 迁 的 ,所 以 也 是 正则 的 (习题 7. 2. D. 于 是 ( 例 1. 4. 
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1 对 VC(D) 的 任何 非 空 真子 集 S 均 有 

dj (S$)=d5 (5), 
其 中 ,a (Sy 二 1(S,5)|,d5 CS) 二 | (5,S)|. 由 定理 4. 4, eL] Ho uEBRACDO E 
à. SaD 于 是 (习题 4. 3.2) 存 在 V(D) 的 非 空 真子 集 多 使 得 dj (X) 一 4 二 


dp OX), 选取 这 样 的 卫 CVCD) 使 基 尽 可 能 小 ,于 是 | 六 | «ZH DLX] 是 强 连通 


的 . 
若 iX|==1, 则 4=d5 (下 )==dp (XX) 二 8. 结论 成 立 ， 
CTi|Xiz2. 我 们 先 证 明 DLX] 是 点 可 迁 的 . Rrr EX HFD ERAT 
迁 的 ,所 以 存在 ocEAuttDD) 使 oCzx) 一 x. S X =X), WIX = |X |E d} (X^) 
一 A 二 dd GO XANAX gage Xnxo. 因为 
[XUX’|=|X|+|X |—|XNX| 


委 六 十 者 一 1 一 x 一 1， 


所 以 XUX'CVOI). Bj dp XUXOZA.d$ (XAXA H 
diX U X0 c d5OX [| XO < dbOO t d5(X = 24 
(参见 习题 1.3. 6) ,所 以 di CXJY X24. BUT XX CX AX B MERI X 
NX =X. miXI-IX'|i X =X. $ 
T= {o € Áut( D), otX) = X). 
则 工 是 Aut(D) 的 子 群 ,而 且 作 用 在 X LETEK , BI DCX EATER. 
由 于 D[X] 是 点 可 迁 的 ,因而 DLX] 是 正则 的 $ DLX]J 的 正则 度 为 x- 则 0 
«r«X6—1Hrs|X|—1. hF d$ CO-—(-—2021|X| 2A, BEDA 
A-(6—PDlX|zG-—DGHA D 
一 8 十 r(3 一 > 一 1). 
结论 得 证 . 口 

定理 7.7(Hamidoune,1981) 设 刀 是 点 可 迁 的 强 连 通 图 ,下 是 刀 的 正 ( 或 
fO BE. DLP] 是 点 可 迁 的 ,而 且 存 在 VOD REA (V Vo V, sm2 使 
得 DV PCFI]. 

证 阴 不 妨 设 F 一 Fi. 若 | 开 | 一 1 结论 显然 成 立 . 

FÓ|F'|z2. ER rye Ft HE xs£y. 由 于 万 是 点 可 迁 的 ,所 以 存在 
EAut(D) 使 zfz) 一 和 FEF 也 是 万 的 正 原子 ,并 且 yE FNF. 由 
推论 7.5 知 oF ) 一 F+.、 今 

T= {e € Aut(ID; Ft) = F}. 
则 荆 是 Aut(DD) 的 子 群 且 作 用 在 F^ 上 是 可 迁 的 , 即 DEF+ 是 点 可 迁 的 . 
下 证 第 二 个 结论 . 任 取 xEVCD}). 由 于 呈 是 点 可 迁 的 ,所 以 对 固定 的 yE 
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Fi ,存在 sE Aut( DM o(y) x. TELF OEA r BBERCE B D[oCFE* ) Jz D 

[F' ]. 4r Ft m hE 7.5 4I sCF'OD F9. 因此 DD 中 至 少 存在 两 个 

ERT. 于 是 对 每 个 xEV(D}),D 中 存在 会 x 的 正 原子 F! 使 得 DLFi JS 

D[F* ] ,而 且 对 任何 y&€ VD). yz x FI—F, 或 者 Fi 门 Fy = 二 多 .因此 这 

些 正 原子 FiFi pen Fi ,$s 之 2, 构 成 了 VC(D) 的 一 个 划分 定理 得 证 ， [1 
推论 7.7 i D ESRB ER RIXERR EGRE DIU] CD — 50D). 


DES! 


7.2.1 WH: 
Ca) gi RT EE PE PR TE Bit] 3 
(b) 推 沦 7.4. 1 ,推论 7. 4. 2, 推 论 7. 5 和 推论 7. 7. 
7.2.2 证 明 , 图 7.4 所 示 的 图 号 是 点 可 迁 但 不 是 边 可 迁 的 ,而 瑟 是 边 可 迁 但 不 是 点 可 迁 的 . 
7.2.3 设 口 是 强 连 通 的 点 可 迁 图 ,下 是 DD 的 正 ( 或 负 ) 原 子 . 证 明 :对 任何 oE Au D) Rl o 
( 玉 ) 仍 是 口 的 正 ( 或 负 } 原 子 . 
7.2.4 设 隔 是 强 连通 的 点 可 迁 图 ,AD)=min161 (D) .6" (DD)) ,xk(DD 是 口 的 强 连通 度 ,下 是 
D 的 原子 . WA: 
(a) (DIF; 


(b) DY2- T GN Di 


t C DY2--QUD) - D AE D PEHA. 


7.3 和 群 的 图 表示 


在 7.1 节 中 ,我 们 已 经 看 到 ,任何 一 个 图 DD 都 联系 着 一 个 群 Aut(D), 一 个 
自然 的 问题 是 (Konig,1936) ;对 于 一 个 给 定 的 有 限 群 芽 , 是 否 存在 一 个 简单 元 向 
E G {E AOST. 本 节 将 肯定 地 回答 这 个 问题 . 

首先 给 出 群 的 图 表示 . r= (oksen EEFE RRE, S 是 本 中 
不 含 单位 元 。 的 非 空 集 ，Cayley 色 图 ,简称 Cayley 图 (Cayley, 1895), 记 为 Cr 
(5S), 是 指 其 边 被 染色 的 简单 有 向 图 品 =《V,E), 其 中 :V(D) 一 T= 人 {goy gli， 
gn-i}, 

(gg) EED) ERIE ORE g ES 使 gi gg. 

例 7.3.1 令 卫 为 X 王 11,2,3} 上 所 有 置换 构成 的 对 称 群 9 一 18go mi 

Eso Bo Es) ,其 中 : 


0 25 -( 25 -( 25 
571412 al 89712037 FP 71$ 3 i17 
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n -( 2 >), g=( 2 S), s=( 2 7). 


3 1 2 132 3 2 1 
4 S—inuni T= Uii ,对 应 的 两 个 Cayley 图 Cs GS Cs,(T) 分 别 如 图 7. 6 Br 
示 , 其 中 边 上 标号 为 该 边 被 染 上 的 颜色 . C 


(a) Ca CS) (b Cs, (T) 
图 7.6 

从 图 7.6 可 以 看 到 ,图 Cs (S) 是 强 连 通 的 ,而 Cs(T) 不 是 强 连通 的 ， 这 是 
HF SES: HERR M 工 则 不 是 . 一 般 地 ,我 们 有 ， 

定理 7.8 Cayley 图 Co O ÉSE EI ROCA S 是 下 的 生成 集 ， 

证 明 《==) 任 取 g€T 由 于 CrCS) 是 强 连通 的 ,所 以 对 任何 hES,Cr(S) 
中 有 一 条 (h,8) 路 PP 一 (gosg1，"… sgn); 其 中 g She gil go EB 
J iG—1.2.:7,m. 于 是 存在 hES 使 g 二 gohih2…h.. 因为 g 是 任意 的 ,所 以 
SED UE. 

(ER g AEC. AF SET HERR, MURE a€ S fi gahh 
h, H.h =agi g: gn, TRE 

h = ghp ehi R ggr Em. 
g — hga go gi hiho *ha. 

这 表明 CORA —3À& Gg AO BUR — ARCA g) B BB CH OERE — [.] 

Cayley 图 Cr(OH D B BRE graphical representation? ,其 中 S 是 卫 
的 生成 集 ， 群 的 图 表示 将 群 中 各 元 索 之 间 ( 特 别 是 与 生成 集 元 素 ) 的 抽象 关系 直 
观 明 了 地 表示 出 来 了 . 例如 ,图 7. 6 所 示 的 Cayley 图 Cs, (S) 是 对 称 群 S. 的 图 
表示 . 考虑 5, 中 任意 两 个 元 素 , 比 如 gz 和 as. Cs, CS) 中 存在 一 条 从 gz 到 gs 的 
有 向 路 (gz ,gs ,gs) HEPARA g WA AE 2. 而 有 向 边 (gs ,gs) 染 有 颜色 
L 于 是 ,gz 一 gi Ess gi = Ei ms B gs 一 gzg2 ,gs 一 gag1 因而 有 gs 5gig 一 
EBBL- 
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设 D=(V,EE) 是 其 边 被 染色 的 简单 有 向 图 .gp€ Aut(D) 称 为 DD 的 保 色 自 同 
构 (color-preserving automorphism) , WE 6r, y) € E(D)O(gGD. py EE 
(D) ifj ELI Ge» BIB CC go 有 相同 的 颜色 .例如 , 例 7. 3. 1 中 的 由 g 
= gu j 0. 1o 5 ERRER Co (S) 中 一 个 保 色 同 构 . 
容易 证 明 ( 习 题 7. 3. 50 :其 边 被 染色 的 简单 有 向 图 忆 的 保 色 自 同 构 集 在 冒 
HARER TAR AuttDD) 的 子 群 .这 个 子 群 称 为 D 的 保 色 自 同 构 群 , 记 为 
Aut CD), 
E D-igounsetni EA RRE ET Kinl 定义 
p> 
g egg j=0,1m nl 
不 难 证 明 ,p 是 "上 的 置换 . A 
gqG»— ipi: 1—0,1,*- n1) 
则 eC E — P ERE. 
定理 7.9(Frucht,1938) i4 S RESEPUBIBRET — (go. git ,pg 1) 的 生 
成 集 , 则 
Aut (Cr(S)) =e MT. 
证 明 {ER e€pe00.o dRÉD-—VOCLODD EMEK. BUFPOog € EC 
(S)) 且 染 以 色 
hg g;7g cs 
egg Gg) —4€S$ 
eer! (gigi; 一 相生 5 
GGG qj) € ECCEGS) RRE k. 
Fr e; € Aut CCECS)). 
反之 , 设 aEAutfcn(s)) EB ale) gi RB go 是 工 的 单位 元 ,要 证 a= 
gi 
任 取 g, CV(CHG) —T.. 由 于 S 是 的 生成 集 ,所 以 由 定理 7,8 知 CH CS) 
是 强 连 通 的 . 因而 Cr(5) 中 存在 (go T» P-—íg, 'Bj Ei ) ,其 中 Bà 7 8o 
Ei, Ei. 3G, , Ej; ) 被 梁 以 色 b; ,1—1.2. 7 p JU] g; —Ro Es, Er, "Ba, - 因为 
a 是 保 色 的 ,所 以 
ag) --a(go) Ha Bi "BiB 7 ago B; SRE; =p Brie 
即 a—q € e(I. 
由 此 我 们 证 明了 Aut CCHCSD — QD. FREIE r=. 4 
d: r> gr) 
gi pgd — qi. 00,1, n—1. 
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HF D MRE BEA o UN. ATER o Er 98 oC BUISIEA. 
RREH yw 是 保 群 运算 . 

4 gun EDH ga; gu. 由 于 对 任何 g: ET 有 

Ge (pr) = Big — (gE Bs 一 ggg 5 e gig.) 
= glp (8B)) 一 pj g). 
所 以 p= gpp; TR 
KEBEDE E) = 9 —9o; Tp Ae). 
旭光 是 保 群 运算 的 . 因而 r =p ERWEE. rj 
推论 7.9 Cayley Bl CH CS) EAR TERR. 

证 明 从 定理 7.9 的 证 明 的 第 一 部 分 可 知 ,对 丁 的 任何 不 含 单位 元 的 非 空 
FE S, eC Aur (Cr(S)). 

IER gig; € D-VORGD,3f4 gigi = ga 则 

pe lgi) =E Gui gig» 
即 存在 pe € Aut (CCDE qx Gg) =g BEDA CORATE. C1 
定理 7. 9 告诉 我 们 ,对 于 任何 一 个 有 限 群 DTERE TP PEU A D 818 DP 
同 构 于 Aut(D) 的 一 个 子 群 . 下 面 ,我 们 将 肯定 地 回答 本 节 开 头 提 出 的 问题 . 对 
于 任何 有 限 群 ,存在 简单 无 向 图 G, E AOST. 这 就 是 下 列 著名 的 
Frucht 定理 . 

定理 7, 10(Frucht 定理 ,Frucht,1938) 对 于 任何 给 定 的 有 限 群 生存 在 简 
单 无 向 图 G 使 AOST. 

证 了 明 dEDeig.mneeea. 4 n=l hte GEK MWERA Aut(G— 
D Fiasm2.[4b S Er 的 生成 集 且 不 舍 单 位 元 go， 先 构造 Cayley 图 CCS). 
由 定理 7.9 知 Aut (CHOSE. 

下 面 ,我 们 通过 Cr(S) 来 构造 简单 无 向 图 G3 CS) C— Fr Frucht 图 ) 如 下 :把 
Cr《S) 中 色 为 上 的 有 向 边 (g;,g8;) 删 去 换 成 一 条 长 度 为 3 的 无 间 路 (8 ,us us 
g :并且 在 点 志和 wj 处 分 别 接 上 一 条 长 度 为 号 一 2 的 无 向 路 P; 和 长 度 为 引 
一 1 的 无 向 路 P .这 样 得 到 一 个 z(28 Ht DD nst DRAA, H 
s= |S C388 7. 3. 30. 图 ?7.? 所 示 的 是 对 应 于 Cayley 图 Cs,(S)( 见 图 ?7.6(a) ) 
的 Frucht 图 Cs (5). 

我 们 要 证 Aut(Gr CS))ZzAut (CS). 

HEAHEA a€ Aut CC GS)) BE — HE T Aut(Gr(CS)) 中 的 元 素 ， 另 
一 方面 ,我 们 只 需 证 明 对 每 个 BE Aut( Go CS) S8 a€ Aut (CrtS)) 所 确 
5E. 

由 于 Cr(S) 是 强 连 通 的 ,所 以 CrtS) 中 的 每 个 顶点 既 不 是 GrCS) 的 分 离 集 又 
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《S)) 在 Aut(Gr(S)) 下 是 不 变 的 . 


图 7.7 Frucht 图 Gs, (5) 

EE Cr(S) "mi 8j ) 的 子 图 G; 是 CrfS) —V(CrHCSD) 的 连通 分 支 , 
所 以 BE Aut(Gr(S)) 只 能 将 一 个 连通 分 支 映 射 到 另 一 个 连通 分 支 :而 且 将 长 度 
M 2k—2 的 路 喘 到 另 一 条 长 度 为 2—2 的 路 ;将 长 度 为 2—1 的 路 映 到 另 一 条 
长 度 为 2£ 一 1 的 路 ;将 每 个 分 支 上 1 度 点 映 到 男 一 个 分 支 中 对 应 路 上 的 1 度 点 ， 
Ht. 


B= 有 | VCOCrCS)) * 
则 (Go g) € ECC BERG k 
eG BG) € ECHO) BS k 
因此 RE Aut (Ce CS). 于 是 证 明了 


Aut (Gr SDZ Aur (CnCS) TD, O 
3 Am 
7.3.1 设 三 是 X CBVBIBE.IXI—1. EA: E S— XX gat M] CEGOZKDIy dr gy X 
中 的 单位 元 . 


7.3.2 WE DA S —igomegasgsscassi CER AL 7. 3. 1) ME Cayley 图 Cr(S)y 和 相应 的 
Furcht 图 Gr (5), rh; 
(0) S—lm nii 
(b S-—lg gi. 

7.3,3 (eg) 证 有 明 : 由 Cayley 图 Cr《S) 构 造 出 的 Furcht 图 Ge CO BE OsS T 2 D. zii 
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2ns(s 十 1), 其 中 s 一 1S| 且 人 S$ 是 荆 中 不 含 单位 元 的 生成 集 . 
(hb) 对 图 7.7 H Furcht 图 ,验证 (4} 中 的 结论 . 
7.3.4 证明 ;其 边 被 染色 的 简单 有 向 图 D 上 的 所 有 保 色 自 同 构 集 在 置换 合成 运算 下 构成 
Aut DTE. 


应 用 


7.4 可 靠 通讯 网 络 的 设计 


通讯 和 计算 机 互连网 络 常常 用 无 向 图 GRA gE D 来 模拟 . 顶点 表示 通 
讯 站 或 处 理 机 , 边 表示 通讯 或 者 互 连 线路 ， 连 通 度 是 该 网 络 可 靠 性 的 一 个 重要 
度量 . 因为 «个 点 或 者 4 条 边 的 失灵 势必 危及 该 系统 的 通讯 畅 道 . 一 般 说 来 , 连 
通 度 越 高 ,网 络 越 可 靠 ， 当 然 不 能 无 限制 地 增加 通讯 路 线 ,这 样 会 增加 费用 . 部 
件 标准 化 ,也 是 通讯 和 计算 机 互连网 络 设计 时 所 要 考虑 的 重要 因素 ， 从 图 论 的 
角度 看 ,这 个 问题 归结 为 对 给 定 的 正 整数 和 上 & ,构造 一 个 n 阶 的 & 正则 连通 
《或 上 边 连 通 ) 且 高 度 对 称 的 图 . 

下 面 ,我 们 来 构造 一 类 满足 要 求 的 简单 图 一 一 循环 图 Ccireulant). 

首先 ,我 们 构造 无 向 循环 图 GCn; 土 S) — (E) ,其 中 : 


V(2— (0,1,2,-,5—1), sc [1.2.2]. 

EG» 7 (iji TEE sCS ii| j —i| (mod 2). 
4 S-—issses!BH 1s «s «em 则 记 GO, —- S) 
Gln; +s Es; Es). Hl 7, 8C2OYCEO BR B e GC E1, 400 GCI3; +1, 
+5). 显然 , 当 s^ BE GU ES) RE 21 EWE: 4 s= 5 BE GOs ES) Q2 


DERHY. 
其 次 构造 有 向 循环 图 Dn =V, ER; 
V(D)—(0,1,2,,n—1), SC{l1,2,,n—1}, 
EGOD-—(G.j): 存在 sE€5S 使 j 一 :二 sCmod n)}. 
E S-—ís.SetslB isse n—1,.W fid DnS) A DG 252.7780. 
图 7. 9G RICO BREL EE DC, 1,281 DC8;1,4,50.. AR, DOS S) Lal GS. 
本 节 只 讨论 有 向 循环 图 ,而 无 向 循环 图 看 成 是 特殊 的 有 向 循环 图 . 
令 Z, 是 整数 模 n 加 法 群 , 旭 容 易 证 明 ( 习 题 7.4,1)Dein;S) 是 Cayley 图 Cz 
(S), 因 而 是 点 可 迁 的 . 于 是 由 定理 7. 8 和 推论 7.9 以 及 定理 7. 6 和 推论 7.7, 立 


*7* 图 与 群 255 


即 获 得 下 列 两 个 定理 (习题 7. 4. 2). 


(a) G81, +4) () GO3; 71,05) 
图 7.8 无 向 循环 图 


《ay D(8;1,2) (b) D(8i1.4.52 
图 7.9 有 向 循环 图 
定理 7. 11 D(n;s os; 3) 是 强 连 通 的 安 和 多 c din s ies 
定理 7.12 车 二 DCn;S) 是 强 连通 的 , 则 44D)==|15|; 车 品 一 Dln;S) 是 来 
阶 强 连 通 的 , 则 x(DD) 二 1S1. 
定理 7.13 i& $—(1,2,:-, D, D—DO5 S), (DD =L. 
证 明 车 :一 ?一 1, 则 D—KZ. T «(D0—n—1—1. F Knl, jit 
X ED 的 分 离 集 上 且 |XX|<<i, 并 令 i 和 j 褒 于 DD 一 XX 的 不 同 强 连通 分 支 . 令 
R= (ii 3d 2,7. — lj}, 
T -—UJjTtbjT2.,-d—lih 
HPEH n BUT X ILS BIA XO RII. 不 难看 出 在 RAX 中 有 由 不 
同 点 构成 的 序列 , 它 开 始 于 i 而 终止 于 j ,并 且 注 意 到 两 个 相继 项 之 间 的 差 至 多 
是 ! 但 这 个 序列 是 一 蕊 中 从 到 j 的 有 向 路 ， FEES ETE IXO TIL D-—X 
中 也 有 一 条 从 ;7 到 i 的 有 向 路 . 这 与 多 是 (i, 让 或 (j,i) 分 离 集 相 逆 秆 .所 以 x 
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(Di 再 由 定理 4.4 43 DSL Bil D= C] 

由 以 上 的 分 析 可 知 ,DCn;S$S) 具 有 高 度 对 称 性 和 正则 性 . 如 果 我 们 能 适当 选 
取 SEC{f1,2,… ,nn 一 1} 使 rkCD(n;S))( 或 (DCn3S))) 二 1 二 1S|, 则 Dnr: DEA 
通讯 网 络 的 模型 是 比较 理想 的 . 


jj m 
7.4.1 WEH: DO S) fé Cayley 图 Cz, CS). 


7.4.2 证 明定 理 7. 11 和 定理 7. 12. 
7.4.3 iFBj:GGOu tS) Æ Hamilton 图 全 ClLn; 士 9) 是 连通 的 . 


小 结 与 参考 文献 


本 章 所 讨论 的 主要 问题 是 图 和 群 之 间 的 联系 .给 出 了 图 的 群 表示 ,同时 也 
给 出 了 和 群 的 图 表示 ， 主 要 结论 是 :对 于 给 定 的 有 限 群 卫 , 存 在 无 向 图 Gr [8] 
FIT. AO ;存在 有 向 图 Dir 同 构 于 Aut(D) 的 一 个 子 群 . 讨论 图 与 群 的 
关系 ,利用 群 论 中 分 析 方 法 来 研究 图 是 代数 图 论 中 重要 内 容 之 一 公认 的 优秀 
参考 书 有 Biggs(1993) 和 Godsil 与 Royle (200 的 4 代数 图 论 少 

图 对 于 群 的 一 个 重要 应 用 是 利用 图 来 构造 置换 群 ， 特别 是 Higman & Sims 
《1968) 首 先 利用 这 种 方法 发 现 一 个 44352000 阶 零 星 单 群 ,这 就 是 著名 的 Hig- 
man-Sims 群 ， 从 那 以 后 ,人 们 利用 图 又 构造 了 几 个 单 群 ， 可 惜 的 是 ,我 们 不 能 在 
这 里 介绍 他 们 的 精巧 构造 方法 ,是 因为 这 种 构造 和 论证 需要 组 合 论 和 群 论 中 更 
进一步 的 知识 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Biggs & White(1979) 的 专著 《置换 群 与 组 
合 结构 》 

不 间 构 图 的 计数 问题 是 图 论 研究 中 重要 问题 之 一 ， 著 名 的 Pólya 定理 是 不 
同 构图 计数 的 有 力 工具 ,也 是 群 对 于 图 论 的 重要 应 用 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 Ch- 
artrand &. Lesniak (1986) 著作 的 第 12 章 ， 关 于 图 的 计数 可 参见 Harary & 
Pajmer(1973) 的 专著 《图 的 计数 少 

图 在 通讯 和 计算 机 互连网 络 的 设计 和 分 析 中 应 用 ,我 们 已 在 第 4 章 小 结 中 
和 作 了 说 明 . 关于 循环 图 进一步 性 质 的 讨论 可 参阅 李 乔 等 (1993) 的 著作 . 
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图 论 常用 记号 


AD): D fils [í] 
'é& D), D I8 as] 
€(D), D 的 边 空间 
D: 品 的 顶点 空间 


AD); 局 的 邻接 矩阵 

AG): G 的 邻接 矩阵 

A7: BE A BOR 

Aut(D). DD 的 自 同 构 群 

Aut* (D). DD fiii A fa tst 
Aut (D: DD 的 保 色 自 同 构 群 
Br: 供品 ) 中 对 应 于 林 下 的 基 箱 阵 
ba), W o 的 费用 

KC... FAT TC 的 费用 
KD: 流下 的 费用 

B;CÓO SEP Gili f£ 的 边界 
Ca: 长 度 为 n 的 圈 

Cr: UPI FA F EERE 
a): 边 上 的 容量 

capB: MHR B 的 容量 

Cr. CS) Cayley 

D; 图 ,有 向 图 

(D.w 加 权 有 问 图 

DKA): 和 的 伴随 有 向 图 
DG), D 的 伴随 2 部 分 图 
D. 有 向 图 D 053 ER 

D: DRHE 

D: 有 向 图 D HR RA 
DnS): 循环 有 向 图 

Dr: oz: f é(D I Se HIER 
dO) D AH 


di GO: x WHARE 

doia): z WEAR 

dilz); x HTAHE 

dp (x): zz 的 顶点 人 庆 

doGa yi 从 工 到 y BEER 
d; BRI G TR f RE 

di (S) |E$CSDi 

dp (S) — {Es C52] 

det A: JERE A ETT So, 

dim 2; 空间 当 的 维 数 
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Gi 无 向 图 
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GprCGS) : Frucht 图 

Bu: 键 B Hmi 
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MD): D KAKER 
MG): GHARA 

Ná C9): 5 的 外 邻 集 

No (5): 5 的 内 分集 
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NCS): S 的 邻 集 
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N-—N(D, ,5,0) ;费用 容量 网 络 
Pai: EES n KE 
Pirey: B Pri E 
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他: 立方 体 图 
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29] HANE PEG EO] 
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B: 点 覆盖 数 

LES EY 

y: 本 原 指数 

全 : 最 小 顶 点 出 度 
o: 最 小 顶点 人 度 
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ô: 最 小 项 点 度 

At: 最 大 顶点 出 度 

A: 最 大 顶点 人 度 

Ai 最 大 项 点 度 

c: 边 数 
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e: GBERE 
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po Gy Eole] 

v: 顶点 数 , 阶 数 , 点 数 

KG): G 的 奇 连通 分 支 数 
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条 数 
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x: 点 色 数 

y ; 边 色 数 
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D G3; D PAME, y) 
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HCD. HÆD 的 真子 图 
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名 词 索 5 引 
—iBi FRE 21 
2 部 划分 7 BHK 21 
2 部 分 图 7 路 长 21 
链 长 on 
Lig 边 1 
三 角 训 分 图 102 平行 边 4 
三 角 剖 分 平 图 102 对 称 边 4 
子 图 16 相似 边 245 
支撑 子 图 16 重 边 4 
导出 子 图 16 边界 100 
i 平凡 图 S 
四 画 平凡 标号 196 
Ax 22 平行 边 4 
五 分 支 106 四 名 猜想 217,226,228 
连通 分 支 22 四 色 问 题 217 
强 连 通 分 23 正 多 面体 114 
分 片 248 可 行 巴 点 标号 ”195 
正 分 片 246 可 行 流 129 
贷 分 片 246 HRAM 98 
分 裂 运算 ”133 可 约 构 形 231 
匹配 171 可 约 矩 阵 56 
完备 匹配 171 n[if 
最 大 匹配 171 点 可 迁 245 
不 可 免 完 备 集 229 WAIE 245 
方 化 矩形 的 构造 ”163 对 称 边 4 
计算 复杂 度 82 对 称 有 向 图 4 
HB 
35.8 几何 对 侦 ”110 
ju 49 自 对 侦 平 图 113 
APER 49 组 合 对 偶 112 
本 原 指 数 49 外 向 树 60 


本 原 有 向 图 50 
长 度 20 


BEER 66 
割 向 量 67 

阶 5 

闭 包 42 

权 66 

EA 66 

因子 184 

因子 分 解 184 

网 络 125 
电网 络 91 
容量 网 络 125 

网 络 流 126 

有 向 图 1 

关联 3 

关联 函数 1 

EB 27 
Euler $ 32 
有 向 加 27 

FM 6,241 
自 同 构 243 
边 自 同 构 243 
保 色 自 同 构 251 
导出 边 同 构 241 

问题 
NFC 问题 83 
人 员 安 排 问 题 189 
工作 排序 问题 199 
中 国 投递 员 问 题 157 
四 色 问 题 217 
收 丈 台 的 设置 问题 208 
贮藏 问题 235 
货 郎 担 问题 203 
排 课表 问题 232 
最 小 连接 问题 79 
最 优 安排 问题 195 
最 短路 问题 84 
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设计 
计算 机 磁 就 的 设计 36 
可 靠 通 讯 网 络 的 设计 254 
印刷 电路 板 的 设计 116 
运输 方案 的 设计 145 
最 优 运输 方案 的 设计 151 


tE 
余 树 54 
余 林 64 
块 23 
连通 21 
SR EXP 23 
HAE 138 
边 连 通 度 138 
《点 ) 连 通 度 “138 
BE n 
内 邻 集 14 
外 邻 集 14 
围 长 32 


A Bi 
直径 24 
林 60 
支撑 林 63 
余 林 64 
环 3 
拉丁 方 ”195 
TEE 195 
定向 图 4 
空间 
边 空间 66 
项 点 空间 的 
图 空间 67 
割 空间 68 
HE 
可 约 构 形 230 
细 分 图 105 


名 词 


顶点 


索引 


1 

MM 饱和 点 ”171 
内 部 点 20 
平衡 点 13 

M 非 饱和 点 171 
终点 2 

4 14 
AMADER 12 
孤立 点 12 
起 点 2 

相似 点 245 
端点 2 

割 点 32 


定理 


Brooks 定理 215 
Frucht 定理 — 251 

Hall 定理 172 

König 定理 180 
Kuratowski 定理 106 
Menger 定理 129 
Tutte 定理 175 
Vizing HE 221 
五 色 定理 217 
ABRE-BISEEE 6l 

最 大 流 最 小 截 定理 126 


了 支撑 图 66 
Cayley Æ 249 
Frucht 252 
de Bruijn 图 34 
Euler Æ 32 
Grinberg Æ 109 
Grótzsch 图 216 
Hamilton Æ 37 
Heawood 图 230 
& 色 图 214 
连通 图 138 

上 & 边 连通 图 139 


Petersen 图 7 
Tutte Æ 109 
2 部 分 图 7 
无 向 图 2 
对 称 有 向 图 4 
XHAR 110 
平凡 图 5 
平面 图 99 
平 图 99 
平衡 图 13 
正则 图 12,13 
母 图 16 

可 证 图 245 
加 权 图 66 

有 向 图 2 

有 限 图 5 

自 补 图 12 
自 对 侦 平 图 113 
同 构图 6 
道 图 32 
完全 图 7? 
连通 图 22 
TES 1I 

空 图 5 

余 图 64 

非 平 面 图 99 
单 向 连通 图 24 
极 小 非 平面 图 104 
极 大 平面 图 101 
线 图 17 
定向 图 4 
临界 志 色 图 214 
标号 图 7 
HH] 8 
竞赛 图 7 
基础 图 4 
第 一 类 图 224 
第 二 类 图 224 
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循环 图 254 有 根 树 ”60 
强 连 通 图 23 fi 64 
简单 图 +4 BEI 55 
图 的 阶 5 HER 6l 
图 的 并 16 染色 
图 的 交 17 边 & 色 可 染 220 
图 的 联 19 Wk, 220 
图 的 平面 表示 98 边 染 色 220 
图 的 曲面 授信 98 点 点 色 可 染 214 
图 的 图 形 表 示 2 点 上 染色 213 
图 的 矩阵 表示 43 点 染色 213 
图 的 群 表示 。249 面色 可 染 226 
函数 面 上 染色 226 
关联 函数 1 minem 226 
TR 66 规范 染色 235 
容量 函数 125 厚度 139 
九 画 十 画 
HR 原子 246 
MAARE 12 正 原子 246 
顶点 出 度 12 负 原 子 246 
连通 度 138 矩阵 
顶点 度 12 ZERE 74 
iH 100 HEPER 182 
计算 复杂 度 82 加 权 和 矩阵 66 
相 邻 AERE 49 
相 邻 的 点 3 可 约 矩 阵 56 
相 邻 的 边 3 关联 矩阵 43 
迹 27 EARE 79 
Euler XR 32: 邻接 矩阵 43 
有 向 迹 21 AERE 87 
临界 置换 矩阵 45 
区 临界 189 积 和 式 184 
和 临界 189 容量 125 
临界 古色 图 24 流 126 
树 81 流量 126 
支撑 树 63 修正 流 145,152 
外 向 树 60 最 小 费用 最 大 流 152 
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B 27 
WB 27 
基本 图 70 
Hamilton &] 37 

笛 卡尔 乘积 19 


独立 集 184 
割 边 集 64 
RAR 126 


最 大 匹配 171 

最 大 权 完 备 匹 本 195 
最 大 顶点 度 12 
最 大 独立 集 184 

最 大 流 126 

最 小 权 完备 匹配 198 
最 小 项 点 度 12 
最 小 检 80 

Bod 126 
最 优 邮 路 ”157 

ES 74 


十 二 画 以 上 

路 31 
了 饱和 路 145 
了 增 广 路 ”145 
Hamilton 路 21 
MM 交错 路 189 
M 增 广 路 ”189 
有 向 路 21 
邮 路 157 
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Wisi 22 
wu 2? 
算法 


Christofides 近似 算法 “206 
DMP 算法 118 
Edmonds-Johnson 算法 158 
Ford-Fulkerson 算法 ”196 
Klein 算法 156 

Kruskal %3% 83 
Kuhr-Munkres 算法 198 
Moore-Dijkstra 算法 84 
Prim 算法 80 

匈牙利 算法 192 

有 效 算法 110 

好 算法 10 
近似 有 效 算法 206 
WUPSCEIR 236 

64 

基本 键 71 

Hamilton 键 113 


Ramsey cp 20 
匹配 数 179 
边 色 数 221 
边 数 5 
XS 186 
本 蒜 指 数 49 
交叉 数 105 
$8 225 
色 数 213 

项 点数 5 
oar 185 
面色 数 226 
MUN DK 179 


AFHR 243 
边 自 同 构 群 243 
保 色 自 同 构 群 251 


群 的 图 表示 250 


